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Introduction
Nous présentons ici les résultats d’un travail, ayant pour
but la construction d’une éphéméride de haute précision.
Le problème des n—corps n’étant pas intégrable dès que n
est supérieur ou égal à trois, ce sont des solutions
approchées du mouvement des planètes, que l’on cherche à
obtenir. Ces solutions peuvent revêtir différentes formes,
selon la méthode employée et les objectifs visés.
Il est possible d’effectuer des intégrations numériques.
Connaissant l’état du système à un instant tQ, ainsi que les
équations qui régissent son évolution, on détermine, de
proche en proche, son état à différentes dates. On dispose
alors, de manière définitive, des éléments orbitaux des
planètes, pour un ensemble de dates. Tous ces résultats
dépendent évidemment des valeurs numériques prises
initialement (positions, vitesses, masses).
Dans les théories analytiques, on effectue des calculs
formels. Le temps et les éléments planétaires apparaissent
explicitement, ainsi que les masses qui sont autant de
paramètres. Les calculs <à effectuer sont alors très lourds,
mais les résultats obtenus permettent, par substitution
numérique, de connaître l’état du système à n’importe quelle
date. De plus il est possible de procéder à des ajustements,
sur la valeur des paramètres. Toutefois ces théories
générales, dont la durée de validité est de plusieurs
millions d’années, donnent une évolution moyenne et ne
permettent pas d’obtenir une grande précision sur les
positions instantanées des planètes.
Entre ces deux extrêmes
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, se situent les solutions dites
semi-numériques ou semi-analytiques. Un certain nombre de
paramètres y sont remplacés par leur valeur numérique,
d’autres sont conservés de façon formelle. On obtient ainsi
des solutions valables sur une période de temps moins
longue, mais fournissant des résultats beaucoup plus précis.
C’est le cas des théories à variations séculaires. Il est
ainsi possible de représenter les mouvements planétaires,
avec une bonne précision, sur une période de plusieurs
milliers d’années. Dans ces théories seuls le temps et les
longitudes moyennes des planètes, apparaissent sous forme
littérale. Les termes à longues périodes que sont les
variations des noeuds et des périhélies des orbites (dont la
période peut aller de plusieurs dizaines de milliers à
quelques millions d’années), ont été développés en polynôme
du temps. Les résultats se présentent comme des séries dont
les termes de Poisson ont la forme générale :
t ( Ct sin 0 + Æ oas 0 ) , t étant le temps, s un exposant
entier naturel, et et Æ deux coefficients numériques réels et
0 une combinaison linéaire, à coefficients entiers relatifs,
des longitudes moyennes des planètes. C’est ce type de
représentation que nous avons utilisé. De plus, nous avons
obtenu ces séries par une méthode itérative (l’autre façon
de procéder étant la détermination des termes, ordre par
ordre par rapport aux masses planétaires).
Afin de mieux, comprendre les motivations de ce travail, il
est bon de faire quelques rappels sur l’évolution des
besoins en matière d’éphémérides, et sur les améliorations
successives des résultats.
i è m e
siècle, les solutions
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Dans la seconde moitié du XIX
obtenues par Le Verrier, Gaillot ou Newcomb, ont des
précisions relatives de 1’ordre du millionième.
L’apparition des ordinateurs, et leur développement,
permettra de gagner un facteur 100 dans la précision. Cela
représente pour la Terre des erreurs de seulement quelques
kilomètres. C’est Clemence qui ouvre la voie, dans les
années 1950, avec sa théorie du mouvement de la planète
Mars. Depuis, des travaux, tels que ceux menés au Bureau des
Longitudes par P.Bretagnon, J.Chapront et J.—L.Simon
(1982,1983), ont permis d’obtenir des théories planétaires
de cette précision. Les éphémérides obtenues sont valables
sur une durée de 1’ordre du millier d’années.
De telles améliorations ne sont pas gratuites mais rendues
nécessaires par l’évolution des techniques d’observation.
Les mesures par radar donnent, sur la positions des planètes
inférieures, des résultats 100 â lüüü fois plus précis que
les mesures optiques. Dans la fin des années 1970, la
distance Terre-Mars a été mesurée au moyen d’émetteurs
déposés à la surface de Mars. On atteint ainsi une précision
de quelques dizaines de mètres. Ces mesures étant réalisées
depuis la Terre, il faut disposer d’une éphérnéride environ
100 fois plus précise que les précédentes, si l’on veut
tirer le meilleur parti des observations.
- 3
Plus récemment, un pulsar de période P = 1,557.10 s a été
découvert sur le site d’Arecibo (Porto Rico), en 1982. C’est
de sa période que lui vient le nom de pulsar milliseconde.
Il est catalogué PSR1937+21 en raison de sa localisation
spatiale. Il est étudié aux Etats-Unis depuis sa découverte
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et aussi, depuis peu, en France. Rappelons qu’un pulsar est
un objet stellaire, émettant, de façon très régulière, des
impulsions dont la durée est très courte. Il s’agit, dans le
domaine radio, de ce qu’est un phare dans le domaine visuel.
On enregistre et on date les pulsations reçues. La méthode
I
s’apparente à celle du VLBI (Very Long Baseline
Interferometry). Les observations étant faite depuis le même
site, c’est le déplacement de la Terre, entre deux
observations, qui constitue la base. La différence de temps,
entre deux enregistrements de pulsations, est constituée
d’un multiple entier de la période, d’une différence
géométrique de marche, comme dans toute méthode
d’interférométrie, et de termes correctifs (effets Doppler,
relativistes...).
C’est pour la détermination de cette différence
géométrique de marche (la Terre s’étant déplacée, le chemin
que parcourt le signal, depuis le pulsar, varie) qu’il est
nécessaire d’avoir une éphéméride de très haute précision.
Au Bureau des Longitudes, L. Fairhead travaille sur des
données enregistrées à Arecibo durant la période
1982 - 1984. Il a également contribué, avec succès, au
raccordement d’observations faites à Nançay (France) en
novembre 1987, avec celles d’Arecibo.
La datation des pulsations a commencé avec une précision
de 1’ordre de la microseconde. Il faut alors, pour une bonne
exploitation des résultats, une précision, sur le mouvement
de la Terre, de 1’ordre de 300 m. On est déjà descendu à 300
- 7
nanosecondes (3.10 s) pour le chronométrage, et on espère
atteindre les 100 nanosecondes à Nançay.
7
Ces observations permettent, après réduction, l’ajustement
de nombreux paramètres apparaissant dans l’expression
donnant la date d’arrivée d’un signal, tels que la période
du pulsar, le ralentissement de celle-ci, le mouvement
propre, la position de la Terre, les masses planétaires, la
constante 7 de la relativité. Actuellement plusieurs pulsars
milliseconde ont été découverts, mais PSR1937+21 demeure
celui possédant les plus faibles période et dérive (P est
- 1 9 - 1 .
petit ainsi que sa dérivée qui vaut ÎO s.s J. De plus, il
est le plus énergétique, donc le plus facile à observer.
Il était donc nécessaire de travailler à l’étude d’une
éphéméride, suffisamment précise pour répondre aux besoins
ci-dessus. C’est dans ce cadre que s’inscrit ce travail.
L’éphéméride ne sera utilisée que pour la période actuelle.
D’où l’idée d’avoir une durée de validité de seulement
quelques dizaines d’années, et de développer en polynôme du
temps, tous les termes dont la période est grande par
rapport à l’intervalle de validité.
Une étude préliminaire a montré que la méthode semblait
devoir donner de bons résultats, ce qui a justifié la
poursuite des calculs. La précision atteinte actuellement
est d’environ 200 rn sur une période de 50 ans de part et
d’autre de l’an 2000.
Voici à présent un résumé du contenu des différents
chapitres.
Le premier est consacré à la présentation des équations du
mouvement. Le choix des variables employées y est expliqué.
Il contient également une description de la méthode de
résolution adoptée et de la forme des résultats.
Dans le deuxième chapitre nous traitons de ce qui fait
l’originalité de ce travail, à savoir le développement des
termes que nous appelons ” à longues périodes “. Ces termes
entraînent l’apparition de petits diviseurs, lors de
l’intégration. Nous examinons comment ces termes ont été
traités, ainsi que les conséquences que cela induit sur les
calculs et la forme de la solution finale.
L’importance de l’outil informatique, sans lequel de tels
calculs seraient irréalisables, a paru suffisante pour que
le troisième chapitre soit consacré à l’étude du traitement
informatique. Toutes les opérations effectuées sur les
séries y sont expliquées, de même que les principales
difficultés rencontrées et les moyens choisis pour les
résoudre. Nous donnons des indications sur le volume du
programme et des résultats, et des fourchettes de temps de
calcul. Nous développons en détails, l’important travail
accompli quant à la paramétrisation du programme.
Enfin le quatrième chapitre présente les résultats. On
peut y suivre l’évolution de la solution dans les itérations
successives. On y mentionne l’augmentation de l’encombrement
des séries et des temps de calculs, liée à cette évolution.
Nous noterons pour terminer cette introduction, que le
système intégré se compose seulement de 8 planètes, Pluton
n’étant pas prise en compte. Des difficultés dans la
convergence de l’inverse de la distance entre Neptune et
Pluton, nous ont fait renoncer , dans un premiers temps, à
l’inclusion de cette dernière dans notre étude. Il faut
toutefois remarquer que la masse de Pluton étant faible, les
perturbât ions sur le mouvement de la Terre ne sont pas
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importantes. Elles devront cependant être rajoutées
ultérieurement. (Le rapport de la masse de Pluton à celle du
soleil était considéré comme égal à 1 / 360 dans les
années 196Q. En 1970 la valeur 1/1 812 0Ü0 a été proposée
et celle de 1/3 0G0 000 retenue en 1976 au congrès de
l’Union Astronomique Internationale. Avec l’observation du
satellite de Pluton, Charon, la valeur actuellement admise
est 1 / 130 000 000 .)
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Chapitre I
Equations et Méthodes de résolution
Dans ce premier chapitre, nous allons introduire les
variables utilisées et donner l’expression des équations à
intégrer pour le choix de variables correspondant. Nous
examinerons les raisons qui les rendent bien adaptées au
problème traité. Ceci étant fait nous nous pencherons sur la
méthode de résolution adoptée et sur la forme des solutions
obtenues.
1.1) Système de référence et unités utilisées :
L’unité de temps employée est l’année julienne dont la
durée est de 365,25 x 24 x 3600 = 31 557 6QÜ s . L’origine
des temps est TQ= J20GO, soit le jour julien 2 451 545 , ce
e r
qui correspond au 1 janvier 2000 à 12h. Les angles sont
mesurés en radians mais certains résultats sont donnés en
secondes d’angle et fractions décimales de seconde d’angle,
afin de permettre des comparaisons plus faciles avec
d’autres travaux. Le plan de réference est PQ l’écliptique
moyen de la date T , l’origine est le centre du soleil et
les longitudes sont mesurées à partir de ÏQ l’équinoxe moyen
de la date TQ. Les distances sont mesurées en unité
, il ,
astronomique ( 1UA = 1,495 978 70.10 m J qui correspond
approximativement au demi-grand axe de l’orbite terrestre.
Enfin les masses sont exprimées en fraction de masse
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solaire. Les valeurs que nous avons utilisées sont celles
préconisées par le congrès de l’U.A.I. ( Union Astronomique
Internationale ) de 1976. Elles figurent dans la table I.a
et la valeur indiquée pour la Terre est la somme des masses
de celle-ci et de la lune.
Mercure 6 023 600,000 Jupiter 1 04-7,355
Vénus 4.08 523,500 Saturne 3 4.98, 500
Terre 328 900,500 Uranus 22 869,000
Mars 3 098 710,000 Neptune 19 314., 000
Table I.a inverses
exprimées
des masses
en masse
planétaires
solaire
1.2) Description de 1 * orbite ;
Les planètes étant assimilées à des corps ponctuels, leur
mouvement peut être décrit au moyen de six paramètres. Ainsi
en variables elliptiques:
Q : la longitude du noeud ascendant
i : l’inclinaison du plan de
l’orbite sur
o
e : l’excentricité
a : le demi-grand axe
w : 1’argument du périhélie
v : l’anomalie vraie fiçt. 1
Q et i définissent le plan de l’orbite, la géométrie de
l’ellipse est donnée par e et a, son orientation par <*>.
Enfin, v détermine la position de la planète 'P sur
l’ellipse, mesurée depuis F, foyer de l’ellipse où se situe
le soleil. La variable v décrit donc le mouvement de la
planète. On peut également avoir recours à l’anomalie
excentrique u
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, mesurée à partir du centre de l’ellipse, le
point Q se déduisant de F par affinité. On dispose aussi de
l’anomalie moyenne M qui représente le déplacement à vitesse
constante sur le cercle circonscrit à l’ellipse, d’un mobile
coïncidant avec la planète à l’aphélie et au périhélie.
On passe du u à v au moyen de la
relation : tg
1 + e ^ u
. tç? —
1 - e 2
L’équation de Kepler relie les
anomalies moyenne et excentrique :
u - e sin u = M
M est ainsi proportionnelle au
temps : M = n ( t — t ) où n est le
moyen mouvement. Enfin la troisième
loi de Kepler donne :
2 3 2
na=kCl+m; avec m la masse de
M,
la planète et k la constante de
Ma
Gauss. Si les unités pour n, a et m fig. 3
sont le radian par jour julien (de 864GO s), l’unité
astronomique et la masse solaire, k = 0,017 202 098 95.
1.3) Fonction perturbatrice
Soient deux planètes P et P' , de masse respective m et m' ,
—> —
dont les positions sont repérées par les vecteurs r et r .
r>.,
T T'
A = WTT' Il est la distance
entre les deux planètes.
2 ->
d r
dt
= grad ( ‘U + X )
CU est le potentiel du
fig. 4-
problème des deux corps :
•U = k2 ( 1 + m I
et K le potentiel perturbateur : #
1 r. r, 2 '
= k m
/ 3
Dans le cas de N planètes la fonction perturbâtrice Æ. pour
r . . r .
la planète est : £. =
i i
2
k rn
3
En notant . = k
j * i
( ! + m.)
i j
le potentiel keplerien de la
planète P , il faut résoudre l’équation dif f érent iel le
2—>
d r
— = grad f ‘U. + K.)
^ i iy
dt
La linéarité du gradient ainsi que la structure de la
fonction perturbatrice, permettent de décomposer le second
membre en N parties, d’une part celle provenant de K et qui
ne fait intervenir que la planète P. étudiée et d’autre part
i
les N-l perturbât ions dues aux autres planètes et qui ne
font intervenir chaque fois que la planète f*. plus une seule
i
autre planète P.. Ceci permet, lors de l’intégration, de
traiter les perturbations entre planètes couple par couple,
seuls les éléments des deux planètes en question,
intervenant alors.
1.6) Equations de Lagrange :
Dans les variables a,e,i,M,Q et w les équations de
Lagrange s’expriment sous la forme du système (J") ci-après.
On voit apparaître dans ce système des divisions par e et
i ce qui entraîne, dans le calcul, l’apparition de
singularités si ces quantités viennent à s’annuler. De plus,
même sans être nulles, l’excentricité et l’inclinaison ont
des valeurs faibles. C’est pour cela que l’on est amené à
choisir de nouvelles variables.
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da
dt
de
dt
di
dt
c n \
dM
dt
dQ
dt
2 dR
na dM
A~T e2 .a:g 1 - e2
2 do + 2
na e na e
2
na y
AT 2e sin i
2 dR
2
1 - e dR
na da 2
na e
de
1 dR
y i d 1
dR
ao
na AT e sin î
dR
dM
cos i dR
+ / < do
2 / 2
na y 1 - e sir? i
d6>
dît
/TT
2
na e
dR
de
COS 1
na /TT
ak
ai
sm i
1.5) Variables d*intégration et expression des équations
Afin d’éviter les singularités mentionnées ci-dessus, nous
allons adopter les variables suivantes.
Tout d’abord soit o = o + Q la longitude du périhélie, w
conserve un sens même pour une inclinaison nulle et l’on
remplace M par la longitude moyenne A. = M + <*> = nt + £ . Il
faudra, pour l’obtenir, effectuer le calcul du seul terme £
car n est donné à partir de a par la troisième loi de
Kepler.
Pour supprimer la singularité correspondant à e = Q on
introduit les variables h = e sin o et k = e cos o .
De façon similaire pour ce oui est de l’inclinaison on
utilise les variables p = sin ^ sin Q et q = sin ^ cos Q
Il s’agit donc de transcrire les équations de Lagrange dans
les variables a,A.,h,k,p et Les dérivées partielles de la
fonction perturbatrice R, par rapport à ces nouvelles
variables, ont été établies par J.Chapront,P.Bretagnon et
M.Mehl (1975). Pour une planète 'P perturbée par une planète
on obtient :
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9'
_ 3 ,
2na m [(k + oos w ) n ^ — (h + sin w)nj •
r s
1 1
</>( 1+m) 3 , 3
L A r J
- (k sin w - hoos w) \
A J
d X nam
—— = n +
dt 1+m
[c-
- [
2rsin w - ah^<P + -‘rcos w‘ (ksi/7 w - hoos
(2roos w + akW + —'rsin w* (ksïr? w - hcos
w)]n2
W)]1^
[_2r (poos w - qsin w) r' r
**
L
3 3
A r'
dh nam
dt 1+m
roos
9
2kr
<P
+ [ 2r2 + a ty<Pr. (kcos w + h sin w)] ——
A
—(h + sin w)n - [a<P + -(h + sin w)]n
2 *- <P -'1
(pcos w - qsir? w)r'7'
a^rcos w
dk nam
dt 1+m
[roos w e, v |a<P + 7p + oos W)J
3 ,3
A r
rr rsin W , , ^ n
Il - (k + co.s w)ll
2 (p i
2hr
9
(pcos w - qsin w ) r ' T
“N
1 1 a<Prsin w |
.3 . 3 3[a r-' J A J
-
dp nam r / r r - <
— = 'r — Ism w - p(psm w
dt 1+m 9 L
+ qcos
dq nam ^ / r. r ,
= J r — cos w - q(
dt 1+m 9 L
psio w + qoos
W)]-
w)] •
A3 r'3
.3 ,3
A r
Dans ces expressions r est le rayon vecteur ( fig.4 ) ,
w = v + w est la longitude vraie
1 ' r ^ / r. 1 Xe
T = [p - 2p' (f - )]cos w'- [q - 2q ' [f - -’j ]]
2 *
S20 w
avec X
/ 2 r i ,
= / 1 - p - q = cos — et f = pp + qq + XX
2 2
n = r ' [(1 - 2p - 2p ' + 4pp ' f)cos w ' + 2(pq + p ' q' - 2pq' f)sin w' ]
2
Il = r ' [2 ( pq + p ' q ' - 2qp ' f ) oos w ' + ( 1 - 2q -2q + 4qq ' f ) sin w ' ]
enf 2 21 - h - k 1 - e et ip
1 + <P
Les similitudes que l’on peut noter dans l’expression des
équations seront largement utilisées lors de la résolution.
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De même les parties communes telles que n ,11 iT,na,-— ou —
JL A . O ; O
A r
Pour être complet, il reste
en fonction des variables
a, A, h, k, p et q.
1.6) calcul de w,r et A :
seront calculées une seule fois,
encore à exprimer w, r et A
Pour w nous n’avons en fait besoin que de cos w et sin w.
Ceux-ci s’obtiennent à partir de l’équation de Kepler comme
indiqué par P.Bretagnon (1978). Voici comment on opère :
posant E = u + (0
, donc
= E - k sin E + h cos E
hsi/? E).§E = ôA.
w) = 1 - k cos E - h sin E
A = k cos E + hsin E , B = E - A. et C = h cos E - ksin E
(A. = Nt + où N est le moyen mouvement moyen et £ la
longitude moyenne â TQ)
Alors A = E + C , — = 1 - A et — = -—-—— = 1 + A 4- A2+ . . .
a r 1 - A
On procède par approximations successives à partir d’une
valeur approchée initiale Bq de la variable B. Le passage de
B à B s’effectue de la façon suivante :
m m+ 1
de u - esin u = M on tire en
(u + w) - esin[(u + w) - = h +- «
E - e sin E. cos <*> + ecos E. sin w = A
soit en différenciant (1 - kcos E -
P
Comme — = 1 - ecos u = 1 - ecos(E -
a
on a ÔE = —’ÔX . Posons :
r
at
- on calcule cos B
et sin B
le développement
teindre la présicion
- on forme ensuite
m m
4*
2 1 dT
3 5
B B
m m
3~r+ ET
étant poussé
désirée.
sin E = sin A
m
= cos A
m
suf f i samment
cos B + cos
m
cos B - sin
m
loin pour
A sin B
m
A sin B
m
e t cos E
ce qui permet d’obtenir
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A = kcos E + hsin E
m m m
C = h cos E - ksin E
m m m
et = 1 + A + A
m m
le développement s’arrêtant pour A assez petit,
m
- si l’approximation de départ B n’est pas suffisamment
§ X enbonne, on recommence avec B = E + ÔE - X = B +
m+ 1mm m
prenant ÔX = X - X = X - e - C
m m mm
- Quand on obtient B avec une précision suffisante
m
C c’est à dire quand §E est de 1 ’ ordre de la précision des
m
calculs ), à partir de :
— cos v = cos u — e = cos E. cos <*> + sin E. sin ^ - e et
a
r
— sm v
a
/ 2^ . /
= y 1 — e sin u = y 1 - e (sin E .cos w - cos E. sin <»>)
on calcule
r p p
cos w = — cos(v + cj) = — (cos v. cos <*) - sin v. sin (•> )
a a a
2 ^ / 2 2 ~
= -k + (cos <*> + y 1 - e sir? o) cos E
+ sin <*>. cos w. ( i - /TT e )sin E
= -k + (1 - h ip) aos E + hk^ sin E
r 2
et — sin w = -h + hk^ cos E + (1 - k V>) sin E
a
où E est remplacé par le résultat E de la dernière
m
itération effectuée.
On obtient les quantités cos w, sin w, (rcos w et rsin u»),
par multiplication par , (ou a)
On tire r de — = 1 — A et on calcule
a m
à partir de
multiplié par —
a
Lors de la première exploitation du programme, nous avons
pris pour la planète P, B = k^sinfa "] - h^ cos fl 1 . Les fois
0 0^ p-/ O ^ p ^
suivantes le Bq était constitué d’une partie du B obtenue
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dans l’exploitation précédente.
Le calcul de est une opération lourde en temps de
calcul. En effet nous travaillons sur des séries et il est
donc malaisé d’effectuer une inversion. Nous procédons donc
de façon itérative, comme cela a été proposé par
J.Kovalevsky (1963). Avec les notations de la figure 4 et du
. . 2 2 ,2 —> —
paragraphe 1.5 la relation A = r + r - 2r.r s exprime :
2 2 2
À = r + r' - 2r( n^cos w + n^sin w ) .
On calcule par la méthode de Newton (ou de la tangente)
oui consiste à déterminer le zéro de la fonction définie par
fCx) = A2 ^ .
On construit la suite
'C*J
x = x -
n+ 1
" ''GO
A2- -i
= x -
= x
= x
a 2 2
A x
n
n r .2 2-,
— fl - A x J
2 ^
• , o n r .2 2 ^
On itère jusqu à ce que Ox = —r—Il - A x soit
n 2 v n-2
suffisamment petit. La valeur initiale xQ provient d’une
partie du obtenu lors de l’exploitation précédente du
programme. Pour la première itération, nous avons pris
2
1 a , , . , . a , , , , ,
x = — + — cos { 1 - A j + —— cos ( 21 - 2 A ) , les lettres
o a a a
primées faisant référence à la planète extérieure du couple.
Les éléments sont remplacés par les termes constants des
a
séries les représentant. et = — est le rapport des
a
- 19 -
demi-grands axes. Cette expression est
développement de
1.7) Méthode de résolution
-v — 1 / 2 , 2 2 , , . . , „ "
] a + a - 2aa cos(^ -1 )
«. ./
issue du
-1/2
La méthode utilisée est itérative. En notant X le vecteur
dont les composantes sont les éléments de toutes les
planètes, il faut résoudre l’équation 7^7 = F(X) qui n’est
dt
pas intégrable puisque le nombre de corps en présence est
supérieur à deux. On procède donc par approximations
successives. Si X est la solution obtenue à l’issue de la
m
dX 4
îeme . m+ 1 r -n
m itération, on résout à 1 étape m+1 —— = F IX I,
dt ^ m-'
c’est à dire que l’on intègre les équations du paragraphe
1.5 mais en substituant aux variables des seconds membres
les valeurs provenant de l’itération précédente.
Notons la différence qu’il existe avec une méthode opérant
ordre par ordre par rapport aux masses des planètes. En
effet dans la méthode itérative on réinjecte dans
l’intégration à l’étape m+1 la totalité de la solution
dX
obtenue à l’étape m. Ainsi si dans
m+ 1
= F [XJ on
dt ^ rn-
développe F en série de Taylor, on obtient des termes de
tous les ordres par rapport aux masses. Ces contributions
sont de plus en plus complètes à chaque itération puisque la
solution de départ est chaque fois meilleure. La convergence
du processus est mesurée à l’aide de la différence X - X
m+1 m
qui doit tendre vers zéro.
Au contraire dans une méthode ordre par ordre on obtient
chaque fois un seul ordre mais en totalité. Regardons par
exemple le cas de 1’ordre 2 (l’ordre 1 est le même pour les
deux méthodes puisque l’on intègre la solution keplerienne).
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o 1
Soit X = X + X
2 0
X + • • • oü X est la solution keplerienne
(dans laquelle les éléments sont des constantes), et de
i , ,
manière générale X est 1 ensemble des termes d ordre i par
rapport aux masses ( alors que X. est le résultat de la ième
itération )
dX
dt
o i
dX dX
dt +
dX
dt dt
, . r 0 1 2
= F ( X ) = F[X + X + X+ * • J
On développe F par la formule de Taylor et l’on retient à
2
dX
151 ordre 2
dt
1 / r o
= X F [X )
. i / r °~ï . . . V1 ÔF r 1 1
(La notation X F [X J signifie y g— [X J 'X , X étant
1 xa
a
l’ordre 1 de la composante et )
Par la méthode itérative le résultat de la deuxième
dX 2
itération est obtenu comme solution de ——— = F [X. J or ainsi
d t ^ i ^
, . • o i
que nous 1 avons fait remarquer X = X + X , donc comme
f(x°+ x1] = f(x°) + xV Cx°3 + - x1x1f" (x°) + ...
0 1 2 A
on obtient X2= X + X + X + AX , où AX est une partie des
termes d’ordre supérieur à deux par rapport aux masses.
Dans la méthode ordre par ordre, il faut calculer les
dérivées partielles successives de F, ce qui n’est pas le
cas dans la méthode itérative. Par contre une fois ces
dérivées calculées, on obtient définitivement les termes
pour un ordre donné des masses. La méthode itérative
reprend, à chaque étape, la totalité de la solution
précédente, il y a donc là un volume de calculs plus
important mais cette façon de procéder permet de faire
évoluer la précision de ceux-ci au fil des itérations. En
effet, contrairement à la méthode ordre par ordre pour
laquelle un argument omis à une étape manquera dans toutes
les étapes ultérieures, ici un terme éliminé dans un premier
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temps car trop petit pourra être retrouvé lors d’une
itération effectuée à une meilleure précision.
1.8) Représentâtion des variables :
Nous allons maintenant donner une rapide description de la
représentâtion des éléments orbitaux. Celle-ci sera étudiée
de manière plus détaillée dans le chapitre III qui traite
des aspects informatiques de ce travail.
Comme indiqué dans l’introduction, les variables sont
représentées par des séries de Poisson de la forme :
) t (cl. s in 0.+ fi. cos 0.1 , 0. est une combinaison linéaire à
coefficients entiers relatifs des longitudes moyennes des m
planètes étudiées, les cl et fi. sont des coefficients
ii
numériques et la puissance s du temps est un entier (compris
ici entre O et 5). t (cl. sin 0.+ fi. cos 0.1 est appelé un
^ i i i iJ
terme, il dépend des quatre paramètres s, 0A, cl et H i .
0. est l’argument du terme.
i
La taille d’un terme est mesurée par le réel positif
|a | + ! fi. I . On désignera l’ensemble des termes n’ayant pas
i i
t en facteur (s = O), par partie périodique de la série et,
s
plus généralement, par partie en t 1 ensemble des termes de
la série comportant la puissance s du temps en facteur. Les
séries de base contiennent 4096 termes répartis pour moitié
dans la partie périodique, le quart pour la partie en t et
, . 5
ainsi de suite jusqu à la partie en t qui contient donc un
soixante quatrième des termes soit 64 pour une série de
base. Suivant les calculs effectués, on est amené à
augmenter la taille des séries d’un facteur 2, 4 ou 8. On a
ainsi dès à présent un aperçu du volume des calculs
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effectués et l’on comprend donc la place fondamentale qu’a
occupée l’ordinateur dans la réalisation de ce travail.
sin t argument sin cos
1 Ü 1 0 0 0 0 • O O -0,44928418D-02 -0,50665486D—02
2 D 2 -2 0 O 0 0 0 -0,37405733D-04 -0,63761234D-08
3 2 0 0 O 0 0 0 -0,27380540D-05 0,22765352D—04
4 0 1 -1 0 O 0 0 0 -0,21733096D-04 -O,61995198D—08
5 8- 13 0 0 0 O 0 -0,71024268D-05 -0,11064789D—04
t sin t
958 termes -0,113D-10 0,908D—11
1 ü 1 O 0 0 0 0 0 0,31568306D—06 0,35871733D-06
2 0 2 0 0 0 0 0 0 0,39782380D-09 -0,32083650D—08
3 0 2 -3 0 O O O O 0,14168666D-08 0,44146076D—09
4 0 8- 13 0 0 0 0 0 -0,59417286D-10 0,17739996D—08
5 Ü 1 0 -3 0 O O 0 -0,65735428D—09 -0,57217653D—09
2
t sin t
118 termes -0.303D-12 O,143D—12
1 1 0 0 0 0 0 0 0,40198991D-11 -0,22099369D-10
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,26027772D-11
3 Ü G 0 0 1 0 0 0 -O,65516602D—12 -0,12045476D—11
4 0 0 0 0 0 1 0 0 0,25297153D-12 0,61968863D-12
5 0 2 0 0 0 0 0 0 -O,14521425D—12 0,19171945D—12
3
t sin t
19 termes -0,209D-15 —0,835D—14
1 Q 1 0 0 0 O 0 0 -0,90566742D-14 0,48864284D-14
2 ü 0 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,47695286D-14
3 0 0 0 0 1 0 0 0 -0,38063153D-14 -0,64586751D—15
4 G 0 0 0 0 1 0 0 0,22448163D-14 -0,13042288D—14
5 0 1 0 0 --1 0 0 0 -0,10522100D-16 0,20028070D-14
4
t sin t
8 termes -G,785D-16 0,930D—16
1 O 0 0 0 0 0 0 0,00000000D+00 -0,12341697D—15
2 0 0 0 0 1 0 0 0 -0,18893707D—16 -0,23276442D-17
5
t sin t
2 termes -0,189D-16 —O,233D—17
1 0 0 0 0 0 O 0 0,OOOOOOOOD+OO -0,38226754D-18
1 terme 0,000D+00 -0,3S2D-1S
Table- I.b représentât ion d’une série
il s’agit ici de la quantité B = u + w - X pour la planète
Vénus, les angles étant exprimés en radian.
La table I.b donne un exemple de série. Pour chacune des
différentes parties les termes sont rangés par taille
décroissante. Le premier nombre est le numéro d’ordre du
terme suivent en deux blocs de quatre nombres les
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coefficients des longitudes moyennes de l’argument du terme,
puis viennent les coefficients du sinus et du cosinus.
L’unité d’angle est le radian. Le terme n°5 de la partie
périodique est donc :
- 6 - 4
-0,71.10 sini8^w- 13*T) - 0,11.10 cos(8^y- 13^)
Enfin il est mentionné pour chaque partie son nombre total
de termes ainsi que les coefficients du plus petit.
1.9) Déroulement de 1"intégrâtion :
Pour terminer ce chapitre nous allons examiner quelles
sont les différentes étapes qui composent une itération.
Nous disposons au départ de la solution résultant de
l’itération précédente. Lors de la première itération, nous
ne sommes pas partis des éléments kepleriens, mais de séries
obtenues à partir de la solution VSOP82 (BRETAGNON 1982) et
ne comprenant pas de corrections relativistes ou dues au
barycentre Terre-Lune. Nous avons préalablement effectué un
développement de certains termes en polynôme du temps.
Dans une première partie, nous effectuons le calcul des
seules parties des seconds membres des équations à intégrer
qui ne font intervenir que les éléments d’une planète. Il
s’agit pour chaque planète des quantités suivantes qui sont
mises en attente sur un fichier :
B (dont le rôle a été vu au paragraphe 1.6)
2
2 ^ 2 Q p
r , —, rsin w, rcos w, na, AXA - 1:1——— (ksi/-? w - hcos w)
o y*
r
2
AX1A1 = —- (k + cos w),
X1L1 = —2rcos w - akW -
- ah V><P +
AX1A2 = (h
rsin w. (ksin w -
— roos w. (ksi/7 w -
s in w)
h cos u» )
X1L2 -2rsin w h cos w)
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XL = —2r - ay><Pr. ( k eos w + h sin w) , XH = -a<Prcos w
„ rsin w ,. „ . w„, reos w . .
X1H1 = —a<P — — (h + sm w) , X1H2 = (h + sm w)
9 9
rsm w ,, . „„ „ r cos w .. N
X1K1 = - (k + eos w) , X1K2 = a</> + (k + cos w)
9 9
— 2r
XK = a9rsin w, X1L3 = ^ (pcos w - q sin w)
~2kp 2hr
X1H3 = (pcos w - qsi/7 w) , X1K3 = - ^ (pcos w - qsic? w)
X1P = [sïn w - p(psin w + qcos w)]
X1Q = [cos w - q C ç> sin w + qcos w)]
On remarquera, à nouveau, les ressemblances entre
différentes de ces expressions, ressemblances qui sont mises
à profit pour rendre plus efficace la programmâtion et
minimiser les calculs à effectuer.
Cette première étape terminée, on calcule, couple par
couple, les perturbâtions d’une planète sur la trajectoire
de l’autre. Pour chaque planète les perturbâtions engendrées
par chacune des autres sont ainsi calculées successivement
et cumulées.
Pour cela il est d’abord nécessaire de calculer les
valeurs de ^,11^ et introduits au paragraphe 1.5 et qui
font intervenir les éléments des deux planètes du couple,
1
ainsi que l’inverse de la distance entre les planètes qui
1
intervient dans les équations par son cube — .
Ceci fait il devient possible de procéder à 1 ’intégrâtion
proprement dite. La solution est semi-numérique en ce sens
que les longitudes moyennes apparaissent de façon littérale
dans les arguments. On intègre donc formellement l’équation
= \ t fot. sin <P . + R. eos 0.1 où x est l’un des 6 éléments
dt Li 1 1 1 1
d’une planète.
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Avec les notations du paragraphe 1.6 on a
0 .= y c. ?. = y c. (n . t + £ .i = n. t + v.
1 Zj J J 0 , J j 1 X
avec c . e
j
la
sommation est étendue à l’ensemble des planètes étudiées. N
j
et £
o, j
étant des constantes numériques, on intègre par
parties selon les puissances décroissantes de
j t fa. sin 0 . + (3 . aos 0.1 dt = 11 fa. sini H . t + v . ) + 13 . cos( H t + v "] dt
J ^ i xi i j v- i îii i i
5
= TT- [-a. cos(/^. t + ^ . ) +13 . sin( yu . t + v . ) 1
/Ltul 11 11-1
i
— t f-a. cos( f-i. t + v . )+Æ. t + f. )ldt
. J v i i i i i i -/
JL
et ainsi de suite jusqu’à la partie périodique. Le terme
séculaire ( AL = O) est quant à lui intégré directement.
Les solutions obtenues sont ainsi analytiques en les
longitudes moyennes des planètes.
On obtient un résultat numérique pour une date T en
substituant celle-ci à la variable t des séries qui apparaît
en facteur dans chaque terme ainsi que dans l’argument.
C’est lors de l’intégration qu’apparaissent les divisions
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par la pulsation ——, T étant la période de l’argument du
terme intégré. Ainsi plus la période est grande et plus le
diviseur H est petit. Si l’on désire conserver après
intégration tous les termes plus grands que L, il faudra,
avant intégration, garder tous les termes plus grands que
On voit donc la contrainte que cela impose au niveau de
la précision des calculs et donc sur la taille des séries
avant intégration si AL vient à prendre de très petites
valeurs, d’où l’intérêt de procéder au développement des
longues périodes ainsi que nous allons le voir dans le
chapitre suivant.
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Chapitre II
Développement des longues périodes
II.l) Précision et durée de validité de la solution ;
Ainsi que nous l’avons rappelé dans 1’introduction, si les
théories générales conservent des arguments dont les
périodes vont de quelques dizaines à plusieurs centaines de
milliers d’années, dans les théories à variations séculaires
au contraire, de tels termes ont été développés par rapport
au temps. Cela s’effectue en remplaçant un sinus ou un
cosinus par sa série, tronquée à un certain rang. On obtient
alors une solution qui se dégrade au cours du temps mais
dont la durée de validité atteint tout de même plusieurs
milliers d’années. La diminution du nombre de termes
découlant de cette opération permet d’effectuer les calculs
à une plus grande précision. C’est dans ce sens qu’a été
effectué ce travail.
En réduisant l’intervalle de validité de la solution à
quelques dizaines d’années seulement, on peut réduire de
façon importante la borne supérieure T des périodes des
arguments à conserver. Les termes que nous qualifierons ici
"à longue période" sont en fait des termes ne contenant que
la longitude moyenne comme fonction du temps, ce qui n’est
pas la dénomination usuelle. Cependant nous les appelerons
ainsi car leur période est supérieure à T . Ces termes qui
introduisent de petits diviseurs lors de 1 ’ intégrâtion
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seront donc développés. L’effet sur les calculs est ressenti
à deux niveaux. D’une part la diminution de la taille des
séries, due à la disparition des longues périodes, permet
d’avoir pour un même volume de calculs une précision
meilleure. Toutefois, comme nous le verrons, cet effet est
rapidement atténué du fait de l’apparition de termes
séculaires importants, résultant des développements
effectués. L’effet principal est donc celui apparaissant au
moment de l’intégration. Puisque toutes nos périodes T
seront au plus égales à T les pulsations correspondantes H
2.TC
seront au moins égales à H ^ = —— en valeur absolue, soit
T 1
Ainsi, 1 ’ augmentât ion de la taille des
coefficients, lors de l’intégration, est-elle majorée par le
1
facteur Ceci permet un meilleur ajustement des
précisions avant et après intégration. En effet, voici
comment celles-ci sont déterminées. On décide que chaque
terme dont la période est inférieure à une période donnée
T , devra être connu à la précision fl . Si l’on doit
intégrer un terme de période T il faut avant intégration le
connaître avec la précision fl\v\ à cause du facteur —
intervenant alors. Ce sont donc tous les calculs antérieurs
à l’intégration qu’il faudra effectuer à cette précision
car il n’est pas possible de la faire varier, en fonction
des différents arguments. En effet si un argument donné est
conservé par combinaisons linéaires de séries, il peut aussi
être créé au cours d’une multiplication car :
t (cLsîn 0 + Æc-os 0j . t n (cl' sin 0'+ 00s 0'3
m+ n
= -——— £ C ' + a' (3) 0 + 0 ' ) + ( (3(3' - clcl' ) cos(0 + <P ' )
+ ( ct/3 ' — a ' [3) sin{ <t> - 0') + + clcl' ) cos( 0 - 0 ' ) 3 -
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Il faut donc calculer chaque terme à la précision qui n’est
en fait nécessaire que pour ceux de périodes T . D’où un
surcroît de travail en grande partie inutile puisque, à
l’issue de 1 ’ intégration, la précision sera seulement fi .
Les termes de périodes supérieures à T sont connus quant à
eux avec une précision moins bonne que fi car il aurait fallu
pour cela effectuer l’ensemble des calculs à une précision
plus grande encore que /ty* 1 -
Cette diminution sensible de l’écart entre la précision
ilf^l nécessaire avant intégration, et la précision finale
permet de pousser les calculs plus loin. De plus comme notre
solution ne contient que des termes de période inférieure à
T , il ne persiste plus, dans la solution, de termes moins
bien connus, comme précédemment.
II.2) Choix des paramètres de développement :
Nous avons signalé dans le chapitre précédent que la
solution de laquelle nous sommes partis, n’était pas
composée des seuls éléments kepleriens mais issue
d’itérations antérieures. Chacun des 6 éléments des 8
planètes Mercure, Vénus, Terre, Mars, Jupiter, Saturne,
Uranus et Neptune se présentait sous la forme décrite au
paragraphe 1.8 , et chaque série comportait un nombre de
termes variant de 1G0Ü à 4000 environ. L’influence de Pluton
étant reportée à une étape ultérieure, c’est un système
différentiel de 48 équations à autant d’inconnues que nous
avons à intégrer.
La valeur 5 comme puissance maximale du temps figurant
dans les termes n’a pas eu à être modifiée, la décroissance
de la taille des termes en fonction de l’augmentation de cet
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exposant de à 5 étant satisfaisante. Toutefois lors des
dernières itérations, nous tenions compte du terme séculaire
6
en t , pour la comparaison de la solution avec une
intégration numérique. L’objectif étant d’obtenir une
solution dont la durée de validité serait de quelques
dizaines d’années de part et d’autre de l’an 2000 , nous
avons retenu 50 ans, soit un intervalle allant de 1950 à
2050. Il reste enfin à se donner la valeur limite T pour
les périodes à développer en polynôme du temps. Nous avons
pris H= 0,02 rad/an ce qui correspond à une période
d’environ 314 ans (100^). Remplacer sin A*t par le polynôme
3 3 5 6
V t H t
£*t — — + — conduit à faire une erreur majorée par le
o 120
premier terme négligé, puisque nous avons affaire à une
7 7
. . V- t
série alternée, soit ici , de meme pour cos £/1 remplacé
2 2 4 4 6 6
\1 t fj. t , U t
par 1 - — + — 1 erreur est majorée par - - . La table
2 Zu. 720
II.a donne la valeur de ces derniers termes pour différents
t et H m en millièmes de radians par an) .
25 ans 40 ans 50 ans
20 0,2 / 2 4/36 20 / 139
15 0,02 / 0,4 0,6 / 6 3/25
10 0,001 / 0,03 0,03 / 0,6 0,2 / 2
Table II.a valeurs de
7 7
/
5040
6 6
V t
720
en
- 5
10 rad
Ceci constitue une erreur relative, nous verrons plus loin
les erreurs absolues qui en résultent. Celles-ci restent
faibles car, comme les autres termes provenant des
perturbât ions planétaires, la taille des termes développés
est petite devant les constantes provenant de la partie
keplerienne. De plus les termes à longues périodes étant
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souvent issus du produit de plusieurs autres termes, leurs
coefficients avant intégration sont relativement peu
importants, comme nous le constaterons au paragraphe II.4 .
II.3) Transformation des longues périodes en polynôme :
La préparation de la solution de départ a consisté en
l’examen de chacun des termes des 48 séries représentant les
éléments a,A.,h,k,p et q des 8 planètes étudiées. Chaque
terme de pulsation H inférieure à A* = Q,02 rad/an a été
développé. On obtient ainsi un polynôme qui est ajouté à la
série initiale dont les termes développés ont été supprimés.
Soit le terme t (ctsin 0 + H cos 0) où 0 = A*t + V et | H \ - H1
sin 0 - sin{Ht + ^) = sin Ht cos v + cos Ht sin v
cos 0 = cos{Ht + = cos Ht cos v - sin Ht sin v
donc après développement t [ctsin 0 + H cos 0} devient
t [ctsin v + Hcos i> + [ctcos v - H sin v) Ht
— ^-(ctsin v + H cos v) H t - —( ctoos v - H sin v) H t + . . . 1
2 o J
que l’on tronque au degré 5 en t.
La table II. b fournit la répartition des périodes des
termes de la partie périodique, pour chaque élément de la
Terre et d’üranus, dans la solution de départ. Ces séries
peuvent contenir jusqu’à 2047 termes pour la partie
i ème
périodique le 2048 étant nécessairement nul. La plus
grande partie des termes se trouve dans la tranche 0-50 ans.
La table II.c donne ensuite pour chacun des 48 éléments le
pourcentage de termes développés par rapport au nombre de
termes initial. Celui-ci est d’environ 1% pour les planètes
inférieures et 3 à 4% pour les autres, à l’exception de la
longitude moyenne qui atteint des pourcentages un peu plus
élevés. La quantité plus importante de longues périodes
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présentes pour la variable X s’explique notamment en raison
de la double intégration effectuée pour obtenir la partie nt
de la relation X = nt + £ .
périodes
en années
Terre Uranus
a A. h k P q a X h k P q
i—i en i—i 437 628 567 577 177 191 1769 1673 1724 1725 317 326
[50,100[ 0 11 5 5 3 2 117 131 151 150 36 36
[100,150[ 0 6 0 O 0 0 38 52 51 53 il ÎO
[150,200[ 1 8 o O 0 0 27 40 34 32 11 11
[200,250[ 1 6 2 2 1 1 13 24 18 18 4 3
[250,300[ 0 3 0 0 0 0 10 15 10 10 3 3
[300,350[ 1 3 2 2 0 0 7 11 7 7 2 2
[350,400[ 0 2 0 0 0 0 9 11 8 7 0 0
[400,450[ 0 1 2 2 0 0 5 8 5 5 1 1
[450,500[ 0 1 O 0 O 0 3 6 3 3 1 1
[500,+® [ 1 17 6 7 1 2 49 76 36 37 10 10
total 441 687 586 597 182 196 2047 2047 2047 2047 396 403
[314,+® [ 1 23 Q 9 1 2 69 106 55 55 13 13
Table' II.b répartition des périodes des termes périodiques
pour les éléments de la Terre et d’Uranus dans la solution de
départ, avant le développement des longues périodes.
planètes Mer. Vén. Ter. Mar. Jup. Sat . Ura. Nep.
a 0,4 0,2 0,3 0,7 2,3 2, 5 3,4 3, 1
X 1, 1 2, 5 3,6 3,6 5,2 4,3 5,4 6,8
h 0,8 1, 1 1, 1 1,0 2,3 2,3 3,2 3,4
k 0,9 1, 1 1,2 1,0 2,4 2,4 3,2 3,4
P 1,3 0,9 u CO 1,4 3,0 3, 5 4, 1 2, 7
q 1,4 0,9 1,1 1,4 2,9 3, 5 4,0 3,4
Table II.c pourcentages de termes développés pour chaque
élément des 8 planètes, dans la solution de départ.
Les termes effectivement développés avaient des périodes
comprises entre 319,5 et 364 877 ans qui correspondent
respectivement aux arguments 5^^ — 14'^, + 2^ due l’on trouve
dans les éléments de Mercure, de Vénus et de la Terre, et
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2^„— 7 A. + 8^. — 6^. dans la longitude de Mars. Le bénéfice
V Ma J S
au moment de l’intégration est donc très important. Nous
n’aurons plus à présent qu’un facteur au plus 5Q
( ^ 1 - = 5ü) entre les coefficients d’un terme avant et
après intégration, alors que pour le terme de période
- 4
364 877 ans dont la pulsation H est de 0,17.10 rad/an, le
facteur vaut 58 000.
Ce premier développement effectué, les longues périodes ne
sont pas définitivement éliminées pour autant. En effet,
ainsi que nous l’avons remarqué au paragraphe II.1, le
produit de deux termes non constants entraîne l’apparition
de deux nouveaux termes dont les arguments sont la somme et
la différence des arguments de départ. Ainsi une partie des
longues périodes va se retrouver dans les équations à
intégrer. Une partie seulement car seront absentes les
contributions qui auraient dû provenir du produit d’un terme
supprimé lors du développement initial et d’un autre terme.
Néanmoins il sera nécessaire de procéder à nouveau à un
développement des longues périodes présentes, avant
d’effectuer l’intégration des équations.
II.4) Modifications des séries :
Nous allons examiner dans ce paragraphe les modifications
numériques des séries, résultant du développement des
longues périodes. Regardons pour cela l’élément k de la
Terre. La table II. d donne la série avant le développement
des longues périodes, la table II.e donne ensuite la liste
des termes développés avec chaque fois leur argument, leur
pulsation en radian par an et leur période en années.
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s i n t a r g u m e n 4 s i n C O S
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,000000D+00 - 0 37408 2D _ 0 2
2 0 0 — 3 0 0 0 0 0 0 540056D- 0 8 — 0 1 98886 D _ 0 4
3 0 0 1 0 - 2 0 0 0 - 0 ,480518D- 0 8 0 1859 2 3D — 0 4
4 0 0 0 0 i 0 0 0 - 0 256 23 1 D- 06 — 0
9
1 497 2 2D _ 0 4
5 0 i — 2 0 0 0 0 0 0 268174D- 08 0
9
8 2 3 0 3 7 D _ 0 5
6 0 i 0 0 0 0 0 0 - 0 659801D- 08 0 4 8 3 4 20 D — 0 5
7 0 3 — 4 0 0 0 0 0 0 219995D- 08 — 0 4 8 3 1 7 3 D _ 0 5
8 0 0 1 — 2 0 0 0 0 0 ,764040D- 07 — 0 4 4 1 0 7 8 D _ 0 5
9 0 0 1 0 - 3 0 0 0 - 0 ,619130D- 0 6 0 3487 26D — 0 5
1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 , 2 24569D- 05 — 0
9
1 6 4 6 4 1 D — 0 5
i 1 0 3 — 5 0 0 0 0 0 - 0 294355D— 06 — 0
9
7 17769D _ 07
1 2 0 4 — 5 0 0 0 0 0 0 143642D— 08 — 0 2 2 9 6 6 5 D — 0 5
11 8 8 8 I \ 8 8 00 -8 ;!Sîîï3B: 8£ 8 ' — 81
1 6 0 0 2 — 4 0 0 0 0 - 0 !461682D— 06 — 0
9
8 3 7 9 0 2 D — 06
1 6 0 5 — 6 0 0 0 0 O 0 928413D— 09 — 0 1 288 29D — 05
1 7 0 0 0 0 0 i 0 0 - 0 46 2803D- 08 — 0
9
9
9 6 1 9 7 6 D — 06
1 8 0 0 1 0 0 - 2 0 0 - 0 ’ 181660D- 0 9 0 7 9 0 8 3 9 D — 06
i 9 0 6 — 7 0 0 0 0 0 0 581945D- 09 — 0 7 7 8 0 7 5 D — 06
20 0 0 1 0 0 0 0 0 - 0 780996D- 0 8 0
9
745 1 26D — 0 6
2 1 0 4 — 6 0 0 0 0 0 0 7 18037D- 0 6 0 20 2676D — 07
2 2 0 0 1 0 - 1 0 0 0 - 0 ,630645D- 07 — 0 6 6 4 5 3 2 D — 06
2 3 0 0 2 0 - 4 0 0 0 - 0 919963D- 0 7 0
9
5 35 20 2D — 06
24 0 0 1 0 - 4 0 0 0 - 0 ’ 1608 9 2D- 06 0
9
9
4 4 4 97 9 D — 06
25 0 0 2 — 3 0 0 0 0 - 0 708320D- 0 8 0 5 3 8 4 5 7 D — 06
26 0 0 0 0 2 - 5 0 0 0 378502D- 06 — 0
9
166552D 06
27 0 7 — 8 0 0 0 0 0 0 , 34821 7 D - 0 9 — 0 4 8 9 6 4 0 D — 0 6
2 8 0 6 — 8 0 0 0 0 0 0 ,852777D- 07 0 3 7 5 9 8 0 D — 06
2 9 0 0 3 - 5 0 0 0 0 0 ’ 164298D- 0 6 0 29 2 1 79 D — 06
30 0 2 “ 4 0 0 0 0 0 - 0 ,448313D- 0 6 0 8 0 4 9 3 0 D - 08
7 8 1 4 e r m e s 0,671D-11 — 0 , 4 1 9 D - 1 0
t s i n 4
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,000000D+00 — 0 8 2 267 4 D _ 06
2 0 3 — 5 0 0 0 0 0 0 , 80709 2 D- 1 0 — 0 2 5 35 18 D — 0 9
3 0 0 0 0 2 0 0 0 - 0 ! 145798D— 09 — 0 15 2 268D — 0 9
4 0 0 1 0 - 3 0 0 0 - 0 166863D- 09 0
9
9
9 3 4 5 4 8 D — 1 0
5 0 0 0 0 2 - 5 0 0 0 ’ 2 27459D- 1 0 0 8 0 6 5 4 0 D — 1 0
6 0 0 2 - 4 0 0 0 0 0 , 6351 1 5 D- 1 0 — O
9
39 0 8 3 4 D — 1 0
7 0 4 — 6 0 0 0 0 0 - 0 197068D- 1 0 0
9
6 1 2 299D — 1 0
8 0 0 1 0 - 4 0 0 0 - 0 ,485284D- 1 0 0
9
1 7 1 0 8 2 D — 1 0
9 0 0 3 - 6 0 0 0 0 0 189972D— 1 0 — 0 3 5 9 6 1 4 D — 1 0
1 0 0 2 — 4 0 0 0 0 0 0 , 1 21483D- 1 0 — 0 386 2 30D — 1 0
1 1 0 0 0 0 3 0 0 0 - 0 , 178646D- 1 0 — 0 28654 3D — 1 0
1 2 0 0 2 0 - 4 0 0 0 - 0 255020D- 1 0 0 14499 2 D — 1 0
1 3 0 0 4 - 7 0 0 0 0 - 0 1 2 9 7 7 3 D - 1 0 0 2 5 2 3 4 5 D — 1 0
1 4 0 0 1 0 0 - 5 0 0 - 0 306024D- 1 0 — 0 7 5 5 2 8 7 D — 1 1
1 5 0 0 1 0 - 4 6 0 0 - 0 292260D- 1 0 0 8 4 1 2 6 0 D — 1 1
1 6 0 0 3 - 5 0 0 0 0 - 0 ,220303D- 1 0 0 1 4 4 5 6 4 D — 1 0
1 7 0 5 — 7 0 0 0 0 0 - 0 824325D- 1 1 0 256 2 1 4 D — 1 0
1 8 0 5 — 8 0 0 0 0 0 0 , 19690 2 D- i 1 — 0 2644 2 3 D — 1 0
1 9 0 0 1 0 0 - 3 0 0 0 105290D- 1 0 — 0 1 50 1 7 1 D — 1 0
20 0 0 3 0 - 3 0 0 0 - 0 , 17048 2 D- 1 0 0 6 9 8 5 6 2 D — 1 1
2 1 0 0 8- 1 5 0 0 0 0 0 , 236 2 1 2 D- 1 0 0 2 3 9 4 8 3 D — 1 2
2 2 0 0 5 - 9 0 0 0 0 0 ’ 8083 1 8 D - 1 2 0 2 2 6 0 4 7 D — 1 0
2 3 0 0 6 - 1 1 0 0 0 0 0 881479D- 1 1 0 1 4 5 4 3 5 D — 1 0
24 0 0 1 - 3 0 0 0 0 0 ,125042D- 1 0 — 0 7 6 2 1 2 2 D — 1 1
25 0 6 — 8 0 0 0 0 0 - 0 47 8099D- 1 1 0 1 4 7 0 8 2 D
7 0 5 9 9 8 D
— 1 0
26 0 0 7 - i 3 0 0 0 O 0 1 23950D- 1 0 0 — 1 1
27 0 0 1 0 - 1 0 0 0 - 0 3 3434 3D- 1 1 — 0 1 5 7 7 0 9 D — 1 0
28 0 0 1 0 1 0 O 0 - 0 , 116749D- 1 0 — 0 6 7 6 9 0 9 D — 1 1
2 9 0 0 4 - 8 O 0 0 0 - 0 ,528581D- 1 2 — 0 1 7 8 9 1 6 D — 1 0
30 0 1 - 3 0 0 0 0 0 0 ’366896D- 1 1 - 0
y
1 4 7 6 7 6 D - 1 0
9
-• 35 3 4 e r m e s - 0 , 896D- 1 4 0 y 3 9 8 D - 13
Z
t s i n 4
1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 ,000000D+00 0
9
276 246D _ 1 0
2 0 3 — 5 0 0 0 0 0 0 , 111116D- 1 3 0 5 1 6 7 1 6 D _ 1 4
3 0 0 0 0 2 O 0 O - 0 658663D- 1 4 0 5 3 2 5 5 9 D _ 1 4
4 0 0 1 0 - 3 0 0 0 - 0 ,576039D- 1 4 — 0 5 4 1 2 2 8 D _ 1 4
5 0 0 8 - 1 5 O 0 0 0 0 ;265056D- 1 5 0 5 6 0 9 0 0 D — 1 4
6 0 5 — 8 0 0 0 0 0 0 ,24 1 267 D- 1 5 — 0 5 4 8 1 9 8 D _ 1 4
7 0 0 1 0 - 4 0 0 0 - 0 , 184636D- 1 4 — 0 2 9 8 8 7 2 D _ 1 4
8 0 0 3 - 6 0 0 0 0 0 ,286258D- 1 4 0 1 3 9 9 0 4 D — 1 4
9 0 0 2 - 4 0 0 0 0 O , 14 650 1 D- 1 4 0 2 5 3 8 7 3 D _ 1 4
i 0 0 4 - 6 0 0 0 0 O - 0 i 267 7 7 4 D - 1 4 - 0
y
1 2 5 5 0 7 D - 1 4
7 3 4 e r mes 0 , 1 9 1 D - 1 5 - 0 y 1 3 7 D - 1 5
O
t s i n 4
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,OOOOOOD+OO 0 1 1 6 9 5 5 D _ 1 4
2 0 0 4 - 8 0 0 0 O 0 , 9 3 O 0 0 0 D - 1 7 — O 5 3 0 O O 0 D _ 1 7
3 0 0 9 - 1 7 0 0 0 0 - 0 5 7 0 O 0 0 D - 1 7 — O 2 8 0 0 0 0 D — 1 7
4 0 0 7 - 1 3 0 0 0 0 - 0 . 400000D- 1 8 - O \ 100000D - 1 7
A
4 4 r m e s - 0 , 4 0 0 D - 1 8 - 0 y 4 0 O D- 17
4 s i n 4
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,OOOOOOD+OO - 0 y 2 6 9 5 7 0 D - 1 9
1 4 o r m e 0 . 000D + 00 - 0
>
2 7 0 D - 19
5
t s i n 4
i 0 0 0 0 0 0 0 0 O .OOOOOOD+OO - 0 7 1 5 0 0 O D - 2 4
1 4 e r m e 0.0Û0D+00 - 0 715D-24
Table II .. d élément i- de 1 a Terre dans la solution
de départ, avant développement des longues périodes.
Les angles sont exprimés en radian.
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sin t argument pulsation période
0 0 0 O
1,776D-07
2-5 0
2,657D-09
0 -0,7110-02
—4,494D—12 —2,240D—14
883
1,895D—17 5,669D—20
0 G 4 -S
1,019D-G8
3 0 0
-5,4910-11
0 -0,3520-02
-6,3250-14 1,136D—16
1783
6,540D—20 —7,050D—23
0 0 8-16
-4,768D-09
4 5 0
-7,000D-14
0 0,6720-04
2,000D—17 0,0000+00
93 458
0,000D+00 O,000D+00
0 O O O
8,650D-10
4-10 0
4,319D-11
O —0,142D—01
-8,7460-14 —1,457D—15
442
1,475D—13 1,475D—20
0 0 0 0
1,014D-09
2-6 3
-8,290D-12
0 0,3930-02
-7,8500-15 2,130D—17
1598
1,010D—20 —1,650D—23
O 0 0 O
6,490D-10
0 0 1
2,110D-12
-2 —0,1480-02
-7,0000-16 -7,000D—19
4234
1,000D—22 1,000D—25
0 0 0 0
7,850D-10
0 1-3
5,2000-12
0 —0,110D-01
—4,790D—14 -1,058D—16
569
4,870D—19 6,450D—22
0 5-64
-1,820D-10
0 0 0
3,3000-12
O 0,552D—02
2,7800-15 —1,680D—17
1138
—7,100D—21 2,560D—23
0 2 1-8
5,010D-10
0 0 0
4,600D-12
0 -0,1530-01
-5,8340-14 —1,783D—16
412
1,131D—18 2,074D—21
t sin t argument pulsat ion période
0 0 0 0
0,000D+00
2-5 0
-8,0462-11
0 -0,7110-02
1,7860-13 2,023D-15
883
-1,5060-18 —8,530D—21
0 0 4 -8
0,000D+00
3 0 0
1,8420-12
0 -0,3520-02
1,1000-15 -8,20DD—18
1783
-2,2000-21 8,600D—24
Table II.e termes développés pour l’élément k de la Terre
dans la solution de départ et polynôme obtenu, (angles en radian)
La ligne suivante donne le polynôme obtenu par
développement. Il y a eu ainsi 9 termes développés dans la
partie périodique et 2 dans celle en t, aucun dans les
. 4 5 ,
autres (celles en t et t ne comportaient qu un terme
séculaire). Les termes développés l’ont été selon 1’ordre de
rangement dans la série, c’est à dire suivant les
coefficients décroissants. Ceci explique pourquoi les
contributions sont globalement de plus en plus faibles .
Cependant la décroissance des coefficients peut être
compensée par la variation de la pulsation d’un argument à
2\r 5Vl’autre. Le premier des termes développés est
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B t C t
Terre
O,391D-08
ü,391D-Ü8
a
O,391D—10 —O,239D—13
-G,195D—08 —,599D—10
D t
O, 747D—16
0,9340-11
E t F t
O,245D—19 —O,425D—22
0.153D-12 —O,133D—13
X
-0,348D-04 -0,321D-07 O,194D—09 0,325D—13 -0,255D-15 0,489D-19
-0,348D-04 -0,161D-05 O,485D—06 0,406D—08 -0,159D-08 0,152D-10
-0,365D-06 0,145D-08
fl
0,9170-11 -0,122D-13 -0,411D-16 O,364D-19
-0,365D-06 0,723D-07 0,229D—07 —O,152D—08 -O,257D-09 0,114D-10
0,187D-06 0,258D-08
K
-0,4580-11 —0,220D—13 0,206D-16 0,656D-19
0,187D-06 0,129D-06 —0,114D—07 —0,275D—08 0,129D-09 0,205D-10
0,317D-07 -0,133D-09
P
—0,S10D—12 0,113D—14 0,346D-17 -0,288D-20
0,317D-07 -0,663D-08 -0,2030-08 0,141D—09 0,216D-10 -0,901D-12
-0,182D-07 -0,192D-09
Q
O,469D-12 0,166D-14 -0,198D-17 -0,430D-20
-0,182D-07 -0,958D-08 0,1170-08 0,207D—09 -0,1240-10 -0,134D-11
Uranus
a
-0,141D-02 -0,187D-04 -0,1310-07 0,2640-09 0,141D-12 -0,154D-14
-0,141D-02 -0,9370-03 -0,328D-04 0,3300-04 0,879D-06 -0,480D-06
-0,142D-01 O,772D-05 0,499D—07 0,3030-10 -0,344D-12 -0,193D-15
-0,142D-01 0,386D-03 0,1250-03 0,379D-05 -0,2150-05 -0,602D-07
0,178D-02 -0,362D-06 0,1240-07 -0,1120-10 -0,147D-12 0,668D-16
0,178D-02 -0,181D-04 0,3Q9D-04 -0,14ÛD—05
\s
-0,922D-06 0,209D-07
-0,695D-03 -0,421D-06 -0,2570-08 -0,5320-10 0,302D-13 0,322D-15
-0,695D-03 -0,211D-04 -0,642D-05 —O,665D—05 0,189D-06 0,101D-06
-O,502D-05 -0,6020-07
P
0,2930-09 0,1060-11 -0,2820-14 -0,6320-17
-0,502D-05 -0,301D-05 0,7340-06 0,133D—06 -0,1760-07 -0,198D-OS
-0,249D-05 0,661D-07
Q
0,3120-09 —0,101D—11 -0,310D-14 0,5890-17
-0,2490-05 0,3300-05 O,7S1D—Ü6 —0,126D—06 -0,1940-07 0,1840-08
Table II. f Valeur s du polynôme P(t) = A+Bt+Ct fDt
4 5
-t-Et +F t
obtenu par développement des longues périodes dans la solution de
ière , ième
départ, pour t = 1 (1 ligne) et t = 50 (2 ligne).
l’année julienne et l’unité astronomiqueLes unités sont le radian
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i èm e
seulement le 26 par ordre de grandeur, comme on peut le
constater dans la table II. d et c’est ce terme qui produit
l’essentiel du polynôme final qui est :
_ ^ “3 -11 2 ”133
0,187.10 + 0,257.10 t - 0,458.10 t - 0,220.10 t
-164 -195
+ 0,202.10 t + 0,656.10 t '
Si l’on compare celui-ci avec la partie polynômiale de la
série initiale que l’on peut lire dans la table II.d :
-2 -6 -102 -143.
-0,374.10 - 0,823.10 t + 0,276.10 t + 0,117.10 t
-194 -246
- 0,270.10 t - 0,715.10 t
On remarque que si la modification du coefficient constant
est faible, par contre elle est très importante pour les
puissances élevées du temps. Ceci est la principale
modification sur l’aspect des séries puisque, comme nous
l’avons vu, la diminution du nombre de termes ne s’élève
qu’à quelques pour cent.
La table II.f donne les coefficients des polynômes
résultant des développements pour les 6 éléments de la Terre
ainsi que ceux d’Uranus, et les valeurs prises au bout de 50
ans.- Uranus dont le nombre de termes développés était
supérieur à celui de la Terre, possède des coefficients
polynômiaux plus importants.
11,5) Modifications des constantes d’intégration :
L’intégration formelle des équations terminée, il reste,
pour obtenir une solution complète, à ajouter les constantes
d’intégration , hQ , kQ , pQ et qQ ainsi que nQ pour le
terme séculaire de aQ est déduit de la troisième loi de
2 3 2
Kepler : nQao = k (l + m) .
La table II. g donne la valeur de ces constantes pour la
solution de laquelle nous sommes partis. La quantité N que
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nous avons déjà rencontrée, est le moyen mouvement moyen qui
se décompose en N = nQ + 5n , §n représentant les
perturbât ions proport ionnel les au temps dans la variable
La table II. h fournit les nouvelles valeurs des
constantes, obtenues après prise en compte des longues
périodes développées. Pour £Q , hQ , kQ , pQ et qQ , il suffit
de rajouter, aux anciennes valeurs, la partie constante du
polynôme résultant du développement des longues périodes' de
la série correspondante.
Pour le moyen mouvement moyen N c’est le coefficient en t
du polynôme produit par la longitude moyenne qu’il faut
rajouter. Il reste alors à ajuster la valeur de §n afin de
conserver la relation N = nQ + * Notons avec des lettres
primées les nouvelles constantes et pol (x) le coefficient
en t du polynôme issu de la variable x. On obtient donc
a^= aQ+ polQ (a) et N'= N + po^ (^)
3
,2,3 23 , a0 2
n a = n a donc n = n
o o oo - o o
= n. 1 +
PO10(a)
po10(a)
comme est très petit on peut se contenter de prendre
/ 3 0 , %
n o= no- 5 s~ pol0(a)
0
N'= n ' + ôn' donc n + ôn + pol (1) = nn- ^ 'pol (a) + Ôn'
o u i v* aQ ^
soit Ôn' = ôn + pol (-1) + ^ —‘pol (a) .
1 2 ao °
Pour les itérations suivantes, la détermination de ces
constantes sera réalisée par ajustement de la solution sur
une intégration numérique.
Dans la suite nous désignerons par Iter-réf la solution
qui nous servira à faire des comparaisons. Elle résulte
d’une itération effectuée à partir d’une solution ayant
6c n0 ho K o H a*
MERCURE 4.4026089369 26.0879360355 0.2007233160 0.0446605919 0.0456354983 0.0406156328 0.3870983506
VENUS 3.1761468043 10.2133357184 0.0050668467 -0.0044928195 0.0288228595 0.0068240988 0.7233298593
TERRE 1.7534704113 6.2830662305 0.0162844762 -0.0037408156 0.0000000000 0.0000000000 1.0000010571
MARS 6.2034809727 3.3406528701 -0.0378997283 0.0853656045 0.0122844749 0.0104704286 1.5236793816
JUPITER 0.5995480795 0.5297217922 0.0120038609 0.0469857198 0.0111837921 -0.0020656147 5.2026032085
SATURNE 0.8740176506 0.2128618945 0.0554296467 -0.0029600413 0.0198914930 -0.0087174790 9.5519168923
URANUS 5.4812943369 0.0745768064 0.0056379075 -0.0459513103 0.0064861910 0.0018591474 19.2184453431
NEPTUNE 5.3118879326 0.0380284302 0.0066924314 0.0059997678 0.0115168596 -0.0102914819 30.1103872126
Table I I . g valeurs des constantes d’intégration avant
avant le développement des longues périodes
oUJ ho Ko Pc % CD 0
MERCURE 4.4026088575 26.0879360443 0.2007232864 0.0446605944 0.0456355038 0.0406156324 0.3870983504
VENUS 3.1761464297 10.2133357185 0.0050666837 -0.0044927407 0.0288228768 0.0068240941 0.7233298593
TERRE 1.7534356367 6.2830662060 0.01628411 13 -0.0037406289 0.0000000317 -0.0000000182 1.0000010610
MARS 6.2037167198 3.3406530765 -0.0379009963 0.0853660536 0.0122845350 0.0104703929 1.5236792874
JUPITER 0.6002961494 0.5296955824 0.0123459589 0.0468131462 0.0111916416 -0.0020699934 5.2028606242
SATURNE 0.8723015862 0.2128269046 0.0540427407 -0.0023169505 0.0198736955 -0.0087060928 9.5519901165
URANUS 5.4670537427 0.0745822894 0.0074132430 -0.0466466008 0.0064811711 0.0018566606 19.2170323809
NEPTUNE 5.3211449633 0.0380242735 0.0060434155 0.0050666837 0.0115169673 -0.0102923318 30.1136784092
Table II. h valeurs des constantes d’intégration dans IterO,
obtenues à partir des précédentes en tenant compte
du développement des longues périodes
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conservé les longues périodes. La solution de laquelle nous
sommes réellement partis, obtenue comme indiquée dans le
paragraphe précédent et celui-ci, sera appelée Iter O
Enfin Iter 1 est le nom donné à la première itération
réalisée à partir de la solution initiale Iterü.
II-6) Résultats de la première itération :
Le but de cette première itération était de tester la
méthode d’un point de vue qualitatif, aussi ne fut-elle pas
effectuée avec toute la précision possible. Les calculs ont
été comparés à ceux réalisés sur des séries semblables mais
dans lesquelles les longues périodes n’avaient pas été
développées. Les nombres de termes sont très voisins et les
précisions les mêmes (on entend par précision de la série la
valeur du dernier terme non nul conservé, les suivants, plus
petits, n’ayant pas été pris en compte). La table II.i donne
le demi-grand axe de la planète Uranus dans chacun des deux
cas, la série étant donnée avant l’ajout de la constante aQ .
Ces séries sont issues d’itérations différentes. C’est
pourquoi, par exemple dans la partie périodique, les termes
^ sont très proches mais pas exactement les mêmes. Dans
la partie en t le terme - 3 A. de période 566 ans, a été
développé. Pour les puissances 2, 3 et 4 de t le terme
3^— 5^- — , de période 14 ans, est passé du premier au
deuxième rang par ordre de grandeur. Ceci est dû au polynôme
ajouté à la série en remplacement des termes de période
supérieure à 314 ans. Les termes séculaires ainsi créés sont
très importants en regard des autres termes de Poisson de
la série. On retrouve pour ces termes séculaires les
coefficients de la table II.f.
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série avant développement des longues périodes
sin t argument sin cos
0 0 O 0 1 0 -1 0,227976S2D-05 ,80304755D-01
t sin t
2046 termes 0,884D-08 0,116D-07
0 0 0 0 O 1 -3 O 0,15932414D-06 -0,10153131D-06
2
t sin t
1023 termes 0,138D-10 -0,474D-12
0 0 0 0 3 -5 -1 0 -0,78031034D-11 0,17266556D-10
3
t sin t
511 termes -0,212D-14 0,639D-'14
0 0 O O 3 -5 -1 0 -0,21883HOD-14 —O, 14306983D—14
4
t sin t
241 termes 0,586D-20 -0,357D-17
0 0 0 0 3 -5 -1 0 0,184659010-18 -0,19932752D-18
5
t sin t
66 termes -0,301D-20 0,576D-21
0 0 0 O 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO -0,52852154D-22
24 termes -O,173D-25 -0,lllD-23
série après développement des longues périodes
sin t argument sin cos
0 0 0 0 1 0 -1 0 0,22794466D-05 0,80304762D-01
t sin t
1976 termes -0,774D-Û8 0,129D-07
0 0 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO -0,18747508D-04
2
t sin t
991 termes 0,137D-10 -0,468D-12
0 0 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO -0,13138793D-07
3
t sin t
492 termes 0,432D-14 0,433D-14
0 0 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,26439232D-09
4
t sin t
239 termes -0,153D-17 0,224D-17
0 0 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,14056649D-12
5
t sin t
56 termes -0,176D-20 -0,200D-20
0 O 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO -0,15356567D-14
15 termes 0,995D-24 -0,S77D-24
Table II.i demi-grand axe d’Uranus avant et après le
développement des longues périodes (Iter O), en unité
astronomique, avant addition de la constante a
consiste à établir les
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Pour la première étape qui
différentes parties des équations ne faisant intervenir les
éléments que d’une seule planète, la précision adoptée ici
est légèrement meilleure que celle prise dans Iter-réf
(facteur 0,8). Malgré l’approximation de départ médiocre
pour la quantité B (prise égale pour la planète ? au seul
terme k0sin(^-p ) - h0cos(^p) alors que B = u + <«> - A. comme
nous l’avons vu au paragraphe 1.6, l’exécution du programme
n’a pas posé de problèmes particuliers et les résultats
obtenus concordent. Examinons la table II. j qui donne la
quantité —. On constate tout d’abord que les termes
r
constants sont très voisins ( 1,001 378 6 et 1,001 378 8 ).
Le nombre de termes de la partie périodique est à peu prés
- 8
le même ( 1690 pour 1719 ) et la précision ( 0,14.10 pour
- 8 N
0,17.10 J améliorée du facteur 0,8. Par contre les parties
comprenant une puissance du temps en facteur présentent des
différences notables. Tout d’abord le nombre de termes et la
précision ont été modifiés de manière importante.
Si l’on appelle DV la durée de validité souhaitée pour la
solution et PREC la précision de la partie périodique, la
s PREC
partie en t doit être calculée à la précision de sorte
DVS
qu’à t = DV la contribution du dernier terme conservé soit
la même pour chacune des six parties de la série. Comme nous
l’avons vu au paragraphe II.3 la durée de validité retenue
est de 50 ans, dans le programme servant de référence elle
était de 1000 ans. Ce qui explique que la précision de la
S s
partie en t présente un facteur 20 x 0,8 d écart entre les
deux solutions. Par voie de conséquence le nombre de termes
conservés se trouve fortement réduit.
sin t argument sm cos
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Iter-réf
0 0 0 0 O 0 0 O 0,
t sin t
1719
0 0 0 0 O 0 1 O -0,
2
t sin t
719
0 0 0 0 0 0 1 0 0,
3
t sin t
259
O 0 0 O 0 0 1 0 -o,
4
t sin t
59
0 0 0 0 0 0 1 0 0,
5
t sin t
9
O
OOOOOOOOD+OO O,10013786D+01
termes -0,585D-Ü9 -O,109D-08
75260664D—06 , 18511677D-06
termes Ü,527D-12 -0,115D-11
11802342D—10 -0,90543336D-12
termes 0,512D-15 0,118D-14
40643895D—15 -0,45187543D-15
termes -0,104D-17 -0,673D-18
13377951D—19 0,22582204D-19
termes 0,724D-21 -0,969D-21
terme
Iter 1
sin t argument sin cos
0 0 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,10013788D+01
t sin t
1689 termes 0,167D-09 -0,123D-08
0 0 0 0 0 -0 1 0 -0,111564640-05 -0,23697142D-06
2 .
t sm t
93 termes 0,234D-11 -0,267D-10
0 0 0 0 0 0 1 0 O,14743594D-07 -0,22007899D-08
3
t sin t
32 termes -0,512D-12 -O,146D-12
0 0 0 0 0 0 1 0 -0,11119742D-10 -0,53587535D-10
4
t sin t
12 termes -0,438D-14 -0,891D-14
0 0 0 0 O 0 1 0 -0,16386994D-12 0,28366052D-13
6
t sin t
6 termes -0,545D-15 0,618D-19
0 0 0 0 0 0 1 0 0,604500450-16 0,31960912D-15
2 termes -0,145D-17 -0,3Û1D-16
Table II. i
a
quantité — , comparaison des résultats
obtenus à partir des séries classiques et de séries ayant
subi un développement initial des longues périodes
4-3
Ceci est donc un effet important, non pas directement du
développement des longues périodes, mais plutôt de la
diminution de la durée de validité de la solution qui lui
est liée.
On notera également la forte augmentation de taille des
premiers termes de chaque partie, résultant des termes
séculaires apparus dans les éléments des planètes. Ce
grossissement se propage à tous les arguments au fil - des
itérations et agit en sens inverse de l’effet précédent
puisque nous sommes amenés à conserver des termes qui
auparavant étaient éliminés, car trop petits, comme c’est le
6
cas dans la partie en t .
Les autres modifications proviennent soit directement de
la disparition des termes développés et de l’apparition des
forts termes séculaires ainsi qu’on peut le voir dans la
table II. k pour la quantité NA, soit indirectement. Un
exemple en est donné dans la table II. 1 avec la quantité
2 3
X1K1. L’argument du plus gros terme des parties en t et t
4
a changé et la partie en t est complètement modifiée.
Ceci s’explique par l’apparition (plutôt ici la
non-apparition) de nouveaux arguments lors d’une
multiplication, comme nous l’avons mentionné au paragraphe
II.1. Ainsi, certains termes provenaient, au moins en
partie, d’un produit faisant intervenir une longue période.
Celle-ci n’étant plus là, le coefficient du terme en
question peut se trouver suffisamment modifié pour voir son
rang dans la série changer. Il s’agit soit d’une
augmentation soit d’une diminution, puisque la variation des
coefficients est algébrique. Voilà donc l’influence, sur les
calculs, des transformations de la solution de départ.
sin t argument sin cos
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Iter-réf
O O O 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO O,29563014D+06
t sin t
1889 termes 0,206D-05 0,470D-04
0 0 0 0 O 1 -3 0 -0,12255787D-02 0,78100684D-03
2 .
t sin t
754 termes -0,977D-08 -0,429D-07
O 0 O 0 3 -5 -1 0 O,60015899D—07 -0,13280202D-06
3
t sin t
260 termes 0,331D-10 -0,165D-1Û
O 0 O O 3 -5 -1 0 0,16830925D-10 0,11003909D-10
4
t sin t
69 termes 0,470D-13 0,296D-13
0 0 0 O 3 -5 -1 0 -0,14202652D-14 0,15330849D-14
5
t sin t
13 termes 0,553D-16 0,209D-15
O 0 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,40650102D-18
1 terme 0,000D+00 0,4G7D-18
Iterl
sin t argument
0 0 O O 0 0 0 0 0,
t sin t
2001
0 0 0 0 0 O O 0 0,
2
t sin t
95
0 0 O 0 0 O 0 0 O,
3 .
t sin t
22
0 0 0 O O O 0 O O,
4
t sin t
7
0 0 O 0 0 O O 0 0,
6
t sin t
2
0 0 0 0 0 0 0 0 0,
1
sin cos
OOOOOOOOD+OO O,29563013D+06
termes -O,145D-05 -0,399D-04
OOOOOOOOD+OO O,14420555D+0O
termes 0.206D-06 -0,667D-06
OOOOOOOOD+OO O,10116714D-03
termes O,984D-08 O,738D—08
OOOOOOOOD+OO -O,20336663D—05
termes -O,164D-09 -O,168D-09
00000000D+00 —O,10812164D—08
termes 0,192D-15 0,678D-11
00000000D+00 O,11812042D—ÎO
terme 0,000D+00 0,118D-10
Tsble II. k quantité na
sin t argument sin cos
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Iter-réf
0 O 0 0 0 0 2 O -O,95654188D+01 -0,25228001D-02
t sin t
1363 termes —0,180D-06 0,505D-08
O 0 O 0 0 0 1 0 O,87534040D-06 -0,17980065D-04
2
t sin t
540 termes 0,733D-10 0,112D-09
0 0 O 0 0 0 1 O -O,26625195D—11 0,29127508D-09
3
t sin t
175 termes 0,201D-14 -0,183DT12
0 O 0 0 0 0 1 O -O,23718137D—14 -O,10082243D-13
4
t sin t
48 termes -0,674D-16 O,131D-15
0 O G 0 0 0 2 O —O,16327297D—19 —O,55947857D—17
6
t sin t
4 termes Q,959D-19 0,281D-18
G terme
Iterl
sin t argument sin cos
0 0 0 0 0 0 2 0 -0,95650884D+01 -0,33585517D-02
t sin t
1313 termes -0,146D-07 0,141D-06
0 0 O 0 0 G 1 O —O,92550467D—06 —O,26867465D—04
2 ,
t sin t
93 termes -0,630D-09 -0,258D-08
0 O O O 0 ü 2 0 O,16796654D-07 —O,96312774D—06
3 ,
t sin t
44 termes -0,312D-11 -0,636D-10
0 0 0 0 0 0 3 0 0,75931317D-09 —O,99318533D-10
4
t sm t
12 termes 0,246D-12 -0,122D-11
0 0 0 0 0 0 2 0 -O,13755800D-12 0,66660128D-11
5 .
t sin t
7 termes 0,386D-15 0,265D-13
0 O 0 0 O 3 O —O,45916213D-14 0,71237572D-15
4 termes 0,497D-15 -Q,281D-16
Table II. 1 quantité X1K1
déterminer les
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Dans la deuxième étape il s’agit de
perturbâtions planétaires par couple de planètes. Nous
allons examiner à titre d’exemple le couple Uranus-Neptune.
Dans le paragraphe II. 1 nous avons vu comment était fixée la
précision au cours de cette deuxième étape. Pour' le
programme de réference tous les termes de pulsation
supérieure à 700”/an (soit une période inférieure à 1850
ans) pour les perturbât ions de Neptune sur Uranus, et tous
ceux de pulsation supérieure à 400"/an (soit moins de 3240
ans pour la période) concernant les perturbâtions d’Uranus
sur Neptune, devaient être connus, après intégration, à la
- 3
précision 2.10 . Pour cela les calculs devaient être
- 8
effectués avec une précision de 8. 10 • A présent tous les
termes à intégrer auront une pulsation au plus égale à
4125,/an (soit 314 ans pour la période), on peut alors
- 3
obtenir une précision finale de 1.10 pour une précision de
-6
calcul de seulement 4.10 (il s agit toujours ici de la
précision PREC de la partie périodique, ce sont des
précisions absolues, après intégration, les angles étant
exprimés en secondes).
1
Pour la détermination du , il aura fallu seulement 6
- 9
itérations pour obtenir la précision de 1,5.10 , bien que
l’approximation de départ soit constituée de 3 termes, ainsi
que nous l’avons vu au paragraphe 1.6 . Dans Iter-réf, 2
, -9
itérations permettaient d atteindre la précision 2.10 mais
à partir d’une série de départ comportant 2047 termes.
L’aspect des séries appelle les mêmes commentaires que
précédemment. La table II.m donne les séries représentant la
1
quantité
47
Iter-réf
sin t argument sin cos
O O 0 O 0 0 1 -1 -0,21994565D-06 0,19692810D-03
t sin t
2821 termes 0,352D-11 -0,754D-11
O 0 0 0 0 1 -2 -O,53394545D—09 -0,11181014D-09
2
t sin t
1446 termes -0,634D-14 0,487D-14
0 0 0 0 0 0 1 -2 O,72934977D—14 -O,31089904D—15
3
t sin t
702 termes -0,505D-17 -0,609D-17
0 0 O 0 0 0 0 1 0,25190681D-18 O,31000977D—18
4
t sin t
180 termes 0,345D-20 0,769D-20
6
t sin t
0 terme
0 terme
Iter 1
sin t argument
0 0 0 O 0 0 1 -1 -0,
t sin t
767
0 0 0 0 0 0 1 -2 -o,
2
t sin t
117
0 0 0 0 0 0 3 -3 -o,
3
t sin t
88
0 0 0 O 0 O 1 -2 -o,
4
t sin t
39
O O 0 O 0 0 O 1 0,
6
t sin t
22
sin cos
10715519D—G6 O,19232Ü32D—03
termes -0,564D-10 -O,158D—09
72717250D—09 O,81614062D—09
termes -0,401D-11 -0,747D-13
18772652D—ÎO —O,10342462D—11
termes 0,516D-13 0j321D-13
74884504D—14 O,36136567D—13
termes -0.344D-15 O,141D-14
24728729D—15 O,22084759D—17
termes -0,326D-16 -0,562D-18
terme
Table? II. m quantité
A étant la distance Uranus-Neptune
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On notera la présence dans la partie en t de la série
obtenue avec Iterl, de l’argument X - 2*- de période
supérieure à 4000 ans. Bien que développé dans IterO, il est
réapparu dans les calculs.
C’est pour cette raison qu’à la différence de ce qui était
fait auparavant, les longues périodes apparues au cours des
calculs sont développées avant intégration. Ainsi, pour les
perturbâtions de Neptune sur le demi-grand axe d’Uranus, on
a développé 15 termes dans la partie périodique, 3 dans
2
celle en t et 1 dans celle en t , qui sont remplacés dans la
da
série donnant —— par le polynôme :
dt
-1,16 + 0,33.10*3 t + 0,17.îo"6 t 2
-83 -114 -145
+ 0,13.10 t - 0,5.10 t + 0,1.10 t
Les angles s’exprimant traditionnellement en degrés, minutes
et secondes plutôt qu’en radians, les résultats concernant
le demi-grand axe sont exprimés en UA x 1".
La table II.n donne la série telle qu’elle va être
4 5
intégrée, les termes en t et t n ont pas été conservés car
trop petits étant donnée la précision recherchée.
Au cours de 1’intégrâtion le programme signale tous les
termes rencontrés dont la pulsation est inférieure au double
de la pulsation limite servant à établir la précision.
Pour la partie périodique, toujours s’agissant des
perturbât ions de Neptune sur le demi-grand axe d’Uranus, il
y avait 21 termes de pulsation plus pet i te que 1400 "/an dont
les périodes allaient de 953 ans pour 1 ’argument
X -
s 6Xu + 6Xn à 6523 ans pour 2V $X + 5*. - 4\ ,S U N * dans ce
dernier cas les coefficients sont multipliés par un facteur
1040 au cours de l’intégration.
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Iter—réf
sin t argument sin cos
0 0 0 0 O 0 2 -2 -O,14991054D+02 -O,33442108D-01
t sin t
2543 termes -0,473D-05 0,lllD-04
O O O O O 0 2 -3 0,65582855D-05 -0,32849331D-04
2
t sin t
878 termes 0,119D-08 0,147D-07
O 0 0 0 0 0 2 -3 0,34324012D-10 O,45293445D-09
3
t sin t
222 termes -0,113D-10 -0,499D-11
0 0 0 0 O 0 2 -3 -0,30621969D-13 -0,22996246D-13
4
t sin t
14 termes -0,779D—14 0,868D—14
5
t sin t
O terme
G terme
Iter 1
sin t argument sin cos
0 0 0 0 0 0 2 -2 -o,
t sin t
608
0 0 O O 0 0 O 0 O,
2
t sin t
59
0 0 0 O 0 0 3 -3 0,
3
t sin t
37
O 0 0 0 0 0 1 0 -o,
4
t sm t
3
6
t sm t
0
14746547D+02 -O,19246249D—01
termes -O,115D-03 O,160D-03
OOOOOOGOD+OG O,3303S125D—03
termes -0,283D-05 -0,279D-05
93560667D—07 —O,21294216D—05
termes -0,831D-07 0,353D—07
36530886D—08 O,74050763D—09
termes -0,240D-08 0,646D-09
terme
terme
Table- II. n série de —— des perturbations de Neptune
dt
sur le demi-grand axe d’Uranus
(l’unité est ici 1" x UA)
50
A présent c’est 16 termes de pulsation inférieure à
8250'Van qui ont été intégrés, pour des périodes allant de
159 ans pour l’argument *„ — 3^„ à 310 ans pour
U N
^j- 15^u+ 15^, ce qui introduit un facteur d’augmentation
des coefficients d’au plus 49.
La table II.o donne le résultat de l’intégration. Le terme
manquant, ''-y- , a été développé, sa période étant de 4488
ans. Si certaines parties présentent plus de termes après
intégration qu’avant, cela provient de l’intégration de la
partie polynômiale ainsi que des cascades engendrées par
l’intégration par parties.
Afin de pouvoir estimer l’écart entre la solution de
départ, ITERO, et celle issue de cette première itération,
Iterl, nous avons effectué la différence entre les deux. La
table II.p donne le résultat pour le demi-grand axe
d’Uranus, ainsi que la série dont nous sommes partis. Cette
différence n’est bien sûr réalisée que lorsque la totalité
des couples de planètes a été traitée. Les écarts sont de
l’ordre de 1% pour la partie périodique mais très importants
pour les parties suivantes, conformément à ce que nous
avions observé précédemment. On notera que l’intégration
, 5
n ayant pas conservé de termes en t , ceux de la différence
sont exactement ceux de la série initiale. Pour la partie en
4
t par contre, des termes sont apparus avec de gros
coefficients, non pas dans le couple Uranus-Neptune comme
nous avons pu le constater, mais dans les perturbations par
Jupiter et Saturne.
La comparaison de la solution obtenue avec une intégration
numérique nous renseigne sur la précision effective.
sin t argument sm cos
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Iter-réf
0 0 0 0 0 0 1 -2 -o,
t sin t
1547
0 O 0 O 0 0 1 -2 o,
2
t sin t
568
0 0 0 O 0 0 1 -2 -o,
3
t sin t
152
0 0 0 O 0 0 1 -2 0,
4
t sin t
13
6
t sin t
0
47640520D+02 —O,80731248D+03
termes Q,409D-04 -Q,761D-Ü4
12835635D—01 G,33537048D-02
termes 0,828D-07 -0,381D-07
24044679D—06 —O,32446713D-10
termes -0,423D-10 -0,750D-10
13167159D—10 -O,18745619D-10
termes -0,941D-13 0,982D-13
terme
terme
I ter 1
sin t argument
O O 0 0 0 0 2 -2 -0,
t sin t
598
O O 0 0 0 0 0 0 0,
2
t sin t
60
0 0 0 0 0 0 0 0 0,
3
t sin t
40
0 0 0 0 0 0 0 0 o,
4
t sin t
4
6
t sin t
O
O
sin cos
24168158D+00 O,20111362D+03
termes -O,138D-06 O,102D-03
OOOOOOOOD+OO —O,11580940D+Q1
termes -O,220D-06 -O,121D-04
OOOOOOOOD+OO O,16519063D—03
termes 0,228D-06 0,874D-08
OOOOOOOOD+OO O,58589479D-06
termes 0,429D-08 0,263D-07
terme
terme
résultat de l’intégration des perturbations
de Neptune, sur le demi-grand axe d’Uranus.
exprimé en 1" x UA
Table II.o
cne-coton-<*<Oie-c ton-i*oi - ôie i-*«e:Oi -coton-«*en**-c ton-<ie-c ton
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s i n t
1 O
2 O
3 O
4 O
5 O
argument s i n
s i n t
0 0 1 0 - 1 0 0, 470170D+00 0 , 166640D+06
0 0 0 1 - 1 0 - 0 160606D+01 o ' 426633D+04
0 0 1 0 - 2 0 - 0 1 10 236D + 03 - o 831009D+03
0 0 2 0 - 1 0 o \ 186609D+03 o 7 29778D + 03
0 0 0 0 1 0 -0 9 10497D + 02 -o; 640667D+03
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 - 1
0 0 0 0 0 2 - 1
0 O o 0 0 1 - 2
0 0 0 0 3 - 6 - 1
99 1
s i n t
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 - 5 1
0 0 0 0 1 - 6 1
0 o 0 0 2 0 - 1
0 0 0 0 2 - 6 1
4 9 2
s i n t
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 - 6 - 1
0 o 0 0 1 - 5 1
0 0 0 0 2 - 6 1
0 0 0 0 2 - 4 - 1
2 39
s i n t
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 - 5 - 1
0 0 o 0 1 - 6 1
0 0 0 0 2 - 6 1
0 0 0 0 2 - 4 - 1
66
s 1 n t
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 - 5 - 1
0 0 0 0 1 - 6 1
0 0 0 0 2 - 6 1
0 0 0 0 2 - 4 - 1
1 6
t
0 0 0 0 1 0 - 2
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 3 - 6 - 1
0 0 o 0 1 - 6 1
0 0 0 0 1 0-2
1976 termes -O, 160D-0 2
O,OOOOOOD+OO
O,337419D-01
O ! 1467 2 8 D - O 1
O 169661D-01
0 181605D-0 1
0,267D-02
O, 386696D + 0 1
0 175052D-01
O, 20403 1D-01
O ,173042D-01
O 538292 D- O 2
0,284D-05 -0,966D-07
O,OOOOOOD+OO
O 16067 1D- O 6
O 158634D-05
O 174043D-05
0'102701D-06
0, 8 91D- 0 9
0,OOOOOOD+OO
O , 45075 2D-09
0,453970D—09
O 289332D-09
O' 286 183D-09
-0,1 1 6 D- 1 2
O,OOOOOOD+OO
0, 383354D — 1 3
O, 37408 1 D- 1 3
0, 260886D- 1 3
0’ 2 290 17D- 1 3
0, 27 1007D-02
O, 356 247D-06
O ! 367760D-06
O,175556D-05
O’228887D-06
0,8 9 2 D- 0 9
O,646348D-04
O , 294496D — 09
O 289049D-09
O ! 190698D-09
O; 179228D-09
O, 46 1D - 1 2
0, 289939D—07
0 ,402767D-13
O ^ 409289D— 13
0^ 260817D-13
O;261662D-13
0,364D-15 -O,412D-15
O,OOOOOOD+OO
O’ 197302D-17
O;206824D-17
O 155262D-17
0 16217 1D-17
O,316762D-09
0 , 380098D — 17
0, 368564D - 17
O ^ 2 260 1 6D- 17
O’ 198080D - 17
0, 205D-18 -0, 181D-18
i n
s i n t t
s i n t t
0
0
0
2678 termes
O, 7 1 30 37D + 01
O 670396D+01
0'749931D+01
O;727416D+01
0’330227D+02
0, 1 27685D + 03
O, 1 21410D + 03
0"467984D+02
O;470223D+02
Ô 123968D+02
O, 460D-05 -O, 126D-06
0 0 0 0 0,OOOOOOD+OO - 0 , 799450D+00
2 0 - 1 0 0’ 191947D-01 o 3866 2 1D-01
0 2 - 1 0 -0, 164841D-01 -o ; 37 1678D-01
0 1 - 2 0 0, 1 20798D-0 1 -o ; 267971D-0 1
3 - 6 - 1 0 O;181503D-01 o; 638292D-02
998 terme s 0, 2 1 9 D - 0 6 0 , 9 0 5 D - 0 7
0 0 0 0 0,OOOOOOD+OO 0 , 1 16291D-02
1 0 - 1 0 -0 108478D-02 0 1 264 1 2D-04
1 0 - 2 0 0'314626D-03 0 266854D-04
0 1 - 2 0 0’ 174694D — 03 o 364336D-04
0 2 - 1 0 - 0’ 1 2687 3D-0 3 0 64 2584D—04
626 termes 0,891D-09 O, 8 9 2 D- 0 9
0 0 0 1 0 - 1 0 0 > 467778D-05 - 0
0 0 0 0 1 - 1 0 - 0 34 1470D-06 - 0
0 0 0 1 0 - 2 0 - 0 404986D—06 0
0 0 0 0 2 - 1 0 o 168689D-06 0
0 0 0 2 0 - 1 0 o; 263478D-06 - 0
252 termes 0, 4 61D- 1 2
s 1 n
0
0
O
0
0
0 0 0 1 0 - i 0 0 > 67 2881D-08 - 0
0 0 0 1 0 — 2 0 - o 3 26946D-08 - 0
0 0 0 0 0 1 0 o 133606D — 08 - O
0 0 0 0 1 — 2 0 - o ; 144303D-08 - 0
0 0 0 0 0 0 0 o; OOOOOOD+OO - 0
t
60 terme s -0, 3 6 4 D- 16 -
0 0 0 0 0 0 0 01 OOOOOOD+OO - 0
0 0 0 3 - 6 — 1 0 o 19730 2 D- 17 0
0 0 0 1 - 5 1 0 - 0 2058 24D- 17 - 0
0 0 0 2 - 6 1 0 0 156262D - 17 0
0 0 0 2 - 4 - 1 0 - 0 162171 D -17 - 0
-O, 4 1 2 D- 1 5
15 termes O, 206D-18 -0, 181D-18
Table II. p
IterO et IterO - Iterl pour le
demi-grand axe d’Uranus (en 1" x UA)
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Cela permet en outre d’ajuster les constantes d’intégration
comme il est décrit dans le paragraphe IV.1.
La table II. q indique les plus grands écarts numériques
sur 5Q ans pour chacun des 6 éléments a, h, k, p et q des
8 planètes, exprimés en UA pour a et radians pour Pour
cette première itération, l’erreur sur le demi-grand axe de
la Terre est ainsi de 35 m sur 600 jours et de 170 m sur 5G
ans. La longitude présente quant à elle des écarts de
respectivement 70 et 180 km. Pour la planète Uranus les
. écarts sur 50 ans sont de 18 000 km pour le demi-grand axe
et 15 300 km en longitude ( le demi-grand axe de l’orbite de
, , 9
d Uranus, est de 1 ordre de 2,88.10 km).
a 1 h k P q
Mercure
2,1D-7
1,6D—9
9,5D-6
2,6D-6
1,8D-6
5,6D-7
2,4D-6
6,4D-7
4,3D-7
3,2D-7
1,5D-7
5,6D-8
Vénus
1,OD-6
8,2D-9
1,OD-5
3,OD-6
2,5D-6
4,2D-7
3,2D-6
5,7D-7
6,2D-8
4,OD-8
4,2D-7
2,9D-8
Terre
1,1D-9
2,3D-10
1,2D-6
4,7D-7
1,2D-7
3,5D-8
1,0D-7
6,3D-8
6,OD-8
2,OD-8
1,1D-7
3,2D-8
Mars
7, 5D--9
4,OD-9
1,3D-6
6,5D-7
1,2D-7
2,1D-8
1,2D-7
4,7D-8
7,4D-8
2,8D-8
7,9D-7
1,9D-8
Jupiter
3,4D-7
3,4D-7
5,2D-7
5,2D-7
5,2D-7
2,6D-7
4,3D-7
2,1D—7
2,3D-7
2,3D-7
2,3D-7
2,OD-7
Saturne
1,5D-5
9,4D-7
3,6D-6
2,9D-6
6,5D-7
3,5D-7
7,4D-7
5,1D-7
3,9D-8
1,8D-8
3,9D-8
3,9D-8
Uranus
1,2D-4
1,OD-4
5,3D-6
4,9D-6
1,2D-6
6,7D-7
3,OD-6
7,7D-7
8,4D-8
1,1D-3
4,7D-8
3,4D-9
Neptune
1,2D-4
1,2D-4
1,9D-6
1,9D-6
2,8D-6
3,4D-7
1,8D-6
4,7D-7
5,OD-8
1,2D-8
4,3D-8
1,2D-8
Table- II.q écarts maximaux entre Iterl et l’intégration
numérique, exprimés en UA et radian,
sur une période de 50 ans (première ligne)
et de 600 jours (deuxième ligne)
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Chapitre III
Traitement informatique
Comme nous l’avons indiqué dans l’introduction, un travail
de ce type repose en grande partie sur l’utilisation du
calcul électronique. Disposant d’un instrument de calcul
très puissant, encore faut-il l’utiliser efficacement. En
effet les coûts de tels calculs deviennent rapidement très
importants. Aussi est-il nécessaire de concevoir des
méthodes de calcul minimisant le nombre d’opérations à
effectuer. Il est également souhaitable que le texte du
programme soit le plus transparent possible afin d’en
faciliter une étude ultérieure, soit par un autre
utilisateur, soit en vue de modifications. Enfin, il est bon
que ces modifications puissent être facilement réalisées,
ceci conduisant à un appréciable gain de temps pour le
programmeur et diminuant considérablement les risques
d’introduction d’erreurs. L’amélioration des performances
des ordinateurs permet de faire de plus en plus de calculs
pour un temps ou un coût constant. Le perfectionnement du
langage de programmât ion (nous avons employé la version V de
la norme Fortran, aussi appelée Fortran 77) autorise
l’écriture de programmes plus lisibles et évolutifs.
C’est le but de ce chapitre de montrer de quelle façon ont
été traités divers problèmes ayant trait à l’informatique,
au cours de ce travail.
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III.1) Représentation des séries :
Au paragraphe 1.8 nous avons vu que les variables étaient
représentées par des séries de Poisson, celles-ci peuvent
encore s’écrire:
x = ) t fct sinCJ.A) + Æ t<7os(J.A)1 où s est un entier
/ , ^ s, J s, J •>
s, J
0 £ s £ 5 , J = (jj,j2,J3,J4,JB,J6,j7,J8) e 2 ,
A = C A X X X X X X X ) est le vecteur dont les
1 z o 4- b 6 fo
composantes sont les longitudes moyennes des planètes.
j.A = jtA1+ J/2 + j3A3+ j4X4+ j5A6+ j6X6+ j7\7+ jsXe est le
produit scalaire des deux vecteurs.
Nous allons donc voir de quelle manière ces séries sont
représentées en machine. Cette représentâtion doit prendre
en compte les manipulations qu’il faudra effectuer sur les
séries. J.Chapront et al. (1974.) fournit une étude critique
de différentes façons de procéder. Le critère de choix est
ici la taille des séries. Une série peut comporter plusieurs
milliers de termes. Chacun de ces termes est caractérisé par
son argument, donné par le vecteur J, l’exposant de la
puissance de t, c’est à dire l’entier s et les deux
coefficients du sinus et du cosinus qui sont des réels en
double précision. Le grand nombre d’arguments, susceptibles
d’être rencontrés, doit faire opter pour une méthode de
classement dynamique des différents termes. Pour éviter les
opérations inutiles lors des additions et multiplications
c’est le tri numérique qu’il convient de retenir. Voici
comment cela a été réalisé de manière pratique.
Les coefficients sont rangés dans un tableau où ils
occuppent 64N cases. Pour une série standard N = 64 soit, en
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tout, 4096 termes. Les 32N premières cases contiennent la
partie périodique, les 16N suivantes la partie en t, puis 8N
2 3
pour les termes en t , 4N pour ceux en t , 2N pour ceux en
4 6
t et enfin N pour la partie en t . Les N dernières cases
restent inoccupées car il est très pratiquey lors des
manipulations, d’avoir des divisions dichotomiques. A
l’intérieur de la zone affectée à chaque partie, les termes
sont classés par ordre décroissant. Rappelons que la taille
d’un terme est donnée par la somme des valeurs absolues de
ses deux coefficients. Ainsi il y a autant de cases que de
termes, chaque case contenant deux nombres réels qui sont
les coefficients du terme. La dernière case effectivement
remplie d’une partie, l’est toujours par un couple de zéros
qui, sert de valeur sentinelle lors des calculs. Ceci donne
le schéma suivant pour un tableau T :
32N ... N N
Les arguments sont classés parallèlement dans un tableau
ième
JT jumeau du précédent. C est-à-dire que la n case de JT
sera occupée par l’argument du terme dont les coefficients
ième
se trouvent dans la n case de T. Ainsi c est toujours
sur deux tableaux que l’on travaille simultanément. Toute
modification effectuée dans le rangement de l’un devra être
reproduite sur l’autre.
Les arguments ne sont pas stockés directement sous la
forme d’un vecteur à 8 composantes. On effectue un codage
qui permet de représenter le vecteur J par un petit nombre
d’entiers. Grâce à cela, la comparaison de 2 arguments
demande moins de tests que les 8 qui auraient été
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nécessaires sinon. Il y a bien sûr également un gain de
place en mémoire.
Le principe du codage est le suivant, n des composantes de
J seront remplacées, après le choix d’un nombre M, par
i = n
l’entier K Connaissant M, la donnée de K est
i = l
équivalente à celle des j , 1 ^ i ^ n, à la condition que
M M
—— < ji < — . Par exemple pour M = 10 et n = 4 le quadruplet
(4,-3,O,-2) se code K = -2 + 0x10 - 3x100 + 4x1000 = 3698 .
De cette façon on gagne un facteur 4 sur la manipulation
des arguments puisque comparaisons, additions et
soustractions peuvent s’effectuer aussi bien sur le nombre K
que sur les quatre nombres et j • La seule
1 Z o **
contrainte étant bien sûr que les j . restent en toute
i
M
circonstance plus petits que — en valeur absolue. Le choix
de M est donc directement lié à la taille autorisée ( ou
plus exactement prévisible ! ) pour les coefficients j . M
étant ainsi fixé, le nombre n de coefficients,
représentables par un seul entier K, dépend du plus grand
entier M admis par 1’ordinateur. Celui-ci doit être au moins
égal à Mn. Dans ce programme nous avons 8 planètes à
traiter, soit 8 coefficients j. . La valeur retenue pour N
i
est 215, ce qui permet de prendre n égal à 4
( 2154 < M - 231- 1 < 2164 ) et il faut donc 2 entiers K et
K2 pour remplacer le vecteur J. Les coefficients peuvent
alors prendre des valeurs comprises entre -1G7 et + 107 .
Pour les opérations arithmétiques ou de tri, la
connaisance de K suffit, et il n’est pas nécessaire de
décoder. Par contre cela devient indispensable au moment de
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l’intégration car il faut alors connaître la pulsation £*,
ainsi que la phase ^ quand il faut procéder au développement
d’une longue période. Voyons donc comment se déroule le
décodage. On commence par effectuer une translation sur K
afin de s’affranchir d’éventuels coefficients négatifs. On
2 n- 1
ajoute pour cela à K, NZ = MIx( 1+M+M+...+M ) où
M
MI est le plus petit entier strictement inférieur à — ,
c’est à dire la plus grande valeur autorisée pour ji_ Ainsi
L = K + NZ = (j + MI) + (j + MI).M + + (j + MIJ.m"'1
n n— 1 1
comme MI ^ O pour 1 ^ i * n , K représente un nombre en
base ÎO dont on cherche l’écriture en base M. Il suffit pour
cela d’effectuer des divisions entières succesives par M1 :
Jl+ MI = K : M
J2 + MI = [ K - (j,+
. n- 1 -n n-
MI)-M J : M
2
Jn+ MI = C K - (j,+
n- 1
MI).M - ... - ( J n- 1 + MI).M )
0
: M
Ce qui donne pour l’exemple précédent :
NZ =: 4. Ci + io + iooi + 1000) = 4444
L = K + NZ = 3698 + 4444 = 8142
jl + 4 = 8142 : 1000 = 8 soit J*l= 4
JV 4 = (8142 - 8X1000) : 100 = 1 soit j2 = -3
j3 + 4 = C142 - 1X100) : 10 = 4 soit J*3 = 0
J*4 + 4 = (42 - 4X10) : 1 = 2 soit J4 = -2
Malgré ces conversions à effectuer, le gain de temps
réalisé de cette manière est très important.
111,2) Opérations sur les séries :
Les opérations de base sur les séries sont les
combinaisons linéaires et les produits. Plus délicat est le
calcul de puissance. Toutes ces opérations nécessitent
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d’effectuer des tris à l’intérieur des tableaux. Nous allons
donc commencer par voir comment ceux-ci sont réalisés. Soit
Y un tableau contenant m termes déjà triés et dans lequel on
veut insérer un nouveau terme z. Si z doit être rangé dans
la première case libre, on l’y met et il devient ainsi
l’élément y . du tableau Y- Sinon c’est que sa place est
m+ 1
située entre deux éléments de Y, auquel cas son insertion
est différée, z est alors rangé dans un petit tableau X qui
contient les termes s’étant trouvés, précédemment, dans la
situation de z. Sa place dans X est trouvée par dichotomie
et il est inséré par décalage vers la droite de termes. La
taille du tableau X est de 1 ’ ordre de la racine carrée de
celle de Y- Le schéma est donc le suivant :
Y :
n
Z
- soit
- soit
et X
puis X X II X X II X
t
x =Z X ' =x X II X
1 1 P- 1 p- 1 P p+1 P n+ 1 n
Chaque fois que le tableau X est rempli, on le vide dans Y
de la façon suivante. On commence par le dernier élément x
k
de X. On cherche sa place dans Y par dichotomie et avant
d’insérer x, on décale les termes à déplacer, non pas d’une
k
Supposons ensuite que y on déplace alors le
bloc
les
Y :
- 60 -
. < x, . < y ,
s- 1 k- 1 s
y , de k-1 cases vers la droite, occupant ainsi
r — 1
cases libérées à l’étape précédente, et on place x
k-l
s- 1 k-l r - 1
k-l cases
On procède ainsi de suite jusqu’à épuisement du tableau X-
L’intérêt, à procéder de cette manière, est de diminuer le
nombre de déplacements de termes. En effet, dans un tableau
contenant N éléments, trouver la place d’un nouvel élément
ne demande en moyenne que log2N tests en procédant par
N
dichotomie. Par contre, l’insertion demande — décalages. La
fréquence élevée des tris rend prépondérant le choix d’un
algorithme aussi performant que possible. Ici donc, les
déplacements ne s’effectuent que dans le tableau X de petite
taille et pour les transferts de X vers Y ils n’ont lieu que
sur une partie de plus en plus petite de Y, au fur et à
mesure que l’on progresse dans le tableau X suivant les
indices décroissants.
Soit à présent une combinaison linéaire de deux séries,
U = aT + bS . On additionne successivement les parties
2 3 4 5
périodiques, en t, t , t , t et t . Pour calculer
V = aP + bû où P et Q sont deux parties correspondant à la
même puissance de t dans les séries T et S, on commence par
copier P dans un tableau annexe R, en multipliant les termes
par le facteur a et en les rangeant suivant les arguments
croissants. Un argument étant représenté par un couple
d’entiers l’ordre sur les arguments est 1’ordre
lexicographique, c’est-à-dire que “ tKi’K2^ si
K, > K' ou bien si K , = K' et K' . Rappelons qu’au départ
Il 112 2
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les termes à l’intérieur d’une partie sont rangés suivants
les coefficients décroissants. Ceci permet de ne conserver
dans R que les termes de P d’une grandeur suffisante par
rapport à la précision de l’addition à effectuer. On dispose
donc d’un tableau JR dans lequel les arguments sont rangés
par ordre croissant et d’un tableau R dans lequel les
coefficients sont rangés en correspondance, comme on l’a vu
au paragraphe précédent. On prend ensuite un par un les
termes de O que l’on multiplie par le coefficient b, jusqu’à
ce que l’on atteigne un terme trop petit pour être pris en
compte à la précision du calcul (cela se produit toujours
puisque la dernière case effectivement occupée est la valeur
sentinelle O). Chaque argument est inséré dans le tableau JR
de la façon que nous venons d’étudier, les déplacements
effectués sur JR l’étant parallèlement sur R. Cette fois il
faut cependant vérifier, avant d’envoyer un élément dans le
tableau X, qu’il ne figure pas déjà dans JR. Le cas échéant,
il suffit d’additionner ses coefficients à ceux contenus
dans la case correspondante du tableau R. Une fois cela
terminé, on copie le tableau R dans V en le réordonnant
suivant les coefficients décroissants.
L’intérêt du tri suivant les coefficients décroissants
apparaît plus encore à l’occasion du produit de deux séries,
i = 5 i = 5
S
V
et T =
i = 0
aS.T =
i = 5
Ev
LT‘
i = O
étant deux
J = i
où V.= a ST
J 1 ~ J
séries, on veut former
y le symbole = indique
1 = 0 j = 0
que l’on ne conserve du résultat que les parties ayant en
facteur une puissance du temps au plus égale à 5. La partie
V. est ainsi le résultat de i additions et i + 1
multiplications de parties. Les produits intermédiaires
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S sont cumulés dans un tableau annexe R . Le tri
numérique suivant les coefficients décroissants n’est
effectué qu’en fin de parcours. Intéressons-nous au produit
de deux parties P et Q. On commence par effectuer le produit
de a, pi et q^ (premiers termes de P et Q) , ce qui donne des
produits cos <P cos <P' , cos 0 s in 0* , s in 0 cos à' et
sin 0 s in 0' qui sont linéarisés en sin(<P + 0' ),
sin{<P — 0 ), cos(<P +0 ) et <cos(0 -0 ) soit deux nouveaux
termes à ajouter au tableau R. On poursuit de même avec
ap q^ et ainsi de suite jusqu’à ce que l’on rencontre un
1 2
produit ap q qui puisse être négligé à la précision du
1 r
calcul.
On
l’on
passe alors au produit de p2 par les termes de Q et
continue jusqu’à ce qu’à atteidre le terme p tel que
m
le produit ap q, soit négligeable à la précision du calcul.
m 1
Là encore le final garantit que cette condition finisse
par être remplie. Si l’on n’avait pas pris soin de ranger
les séries suivant les coefficients décroissants, il aurait
fallu effectuer toutes les n x t multiplications entre les
P. et les q. pour être sûr de ne perdre aucun terme
i j
compatible avec la précision du calcul.
L’élévation d’une série à une puissance, est une opération
relativement complexe qu’il faut donc essayer d’éviter dans
la mesure du possible. Un sous-programme auquel on fournit
une série S, un réel a et un réel d, calcule a. (l + s) en
- 63 -
utilisant la série de Taylor
(l + s]d= 1 + d S + d(d-l) 2b d(d-l) (d-n+1) b +
2! - - n i
S doit pour cela être une série "petite devant 1 Le
développement est poussé jusqu’au rang n tel que le premier
d(d-1)...(d-n+1) n
terme de
n
S soit négligeable à la précision
du calcul. De plus, dans les multiplications, on se limite
là encore aux parties ayant en facteur une puissance du
temps au plus égale à 5.
Il n’est fait appel que cinq fois à ce sous—programme.
Pour le calcul de = [ 1 + (-h -k ) 1 et de V* = -—-——
l +
évalué comme i[ 1 + - 1
- i
2 3 2 3
Pour na on part de n a = noao na = nQa0
1/2
ce qui donne : na = nQa0
a - a
1 +
o
-1/2
- ir 2 2 1/2 1 r , ^ -X
Enfin X - [l + (-p -q )J et — = (l+(T-l)J
A chaque fois on fait les transformations nécessaires afin
d’obtenir un série "petite" dont les puissances successives
tendent vers O.
III.3) Formation et intégration des équations :
Nous avons vu au paragraphe 1.9 comment les parties des
équations qui font intervenir les éléments d’une seule
planète, sont calculées et stockées de manière à tirer partie
des symétries existantes.
Ainsi
m
1 + m
NA (n XlA2 + I^Xl'Hl + r'T'XlJte]
, 3
XM,
. 3
donne, avec les notations de la page 23, les équations
et zni, ( = nt + £ ) , de la page 15,
dt dt
successivement ^ par H, K et L.
dh
dt ’
en remplaçant
64 -
De même,
m
1 + m
NA. XlM. r' T.
„ A r
suivant que l’on remplace & par P ou O
, 3
, dp dq
donne —— ou ——
dt dt
Ceci permet de procéder par boucle et diminue le code du
programme. Les programmes obtenus sont alors plus
efficacement optimisés par le complilateur.
1
Le calcul de est une opération lourde en temps de
calcul. Dans le paragraphe 1.6 était exposé le calcul de t .
A
En fait, il s’agissait, plus précisément, de calculer la
1
partie périodique de cette série, soit
travaillé avec seulement la partie périodique de A
On a donc
2
La
taille des séries étant très importante (le double d’une
série standard pour et le quadruple pour 0,
l’élévation au cube est décomposée suivant les puissances de
t et effectuée sans avoir recours au sous—programme
mentionné dans le paragraphe précédent. On commence par
3
calculer
r
1 f 1 1
l apJ puis Ap> Dans les deux dernières
itérations, ces seules parties ont contenu jusqu’à 16 000
termes.
Soit
JL —
u - [u/ =
i = 5
r 2
i 111.2
, on calcule U , U ,U ,U et U
1 2 3 4 5
i = O
2
en faisant le produit de la partie correspondante de A avec
i = 5
Il reste alors à former . U
-3/2
V. t
i
i = O
où V =
o
V3 =
/•*
1 1
j>
r 3 ,, i
r
1
3 f
3 15 1
. ApJ vi = L apJ L 2 ’ V2" L ApJ - [-2 U2 + 8 U1
+ 15 u u _ 35 3
2 3 4 1 3 16 ’i
V4 =
3 ,, 15 2 15 ,, tt 105 2 315 4
U + —— U + —- U U - U U + —— U
24 82 413 16 12 128 i
3
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-- u + — u u + — u u - u2U
25 4 14 423 16 13
105 2 315 3 693 5
U U + U U - U
16 l 2 32 1 2 256 l
Ce traitement individualisé résulte de la difficulté à
élever une série à une puissance négative ou fractionnaire,
difficulté ici amplifiée en raison de la taille de la série
traitée. C’est d’ailleurs essentiellement ce point du calcul
qui limite la précision demandée au programme.
Nous avons déjà mentionné dans les paragraphes 1.9 et II.6
la façon dont se déroulait 1’intégration proprement dite des
équations. Nous ne reviendrons ici que sur le cas de la
variable ^ qui nécessite une double intégration du
. , d^ d£
demi-grand axe. Dans 1 expression —— = n + —— , n s obtient
dt dt
2 3 2 3
à partir de la troisième loi de Kepler n a = nQa0 qui donne
n = n.
-3/2
or a = a^+ S et à nouveau on utilise un
n = n i -1 S— + 15
y
S
2
...
0 2 ao 8 l a(J >
développement de Taylor,
Le nQ donne, après intégration, un terme séculaire n t qui
est en fait déterminé par ajustement de la solution à une
intégration numérique, ainsi que nous le verrons dans le
3 S
chapitre IV. La partie linéaire du développement, - — — , est
2 a,
0
d£
rajoutée à ~rr avant intégration de celui-ci. Rappelons en
dt
effet, que 1’intégrât ion s’effectuant couple par couple, on
obtient S pour la planète i comme ) S où S est
/ . L J i J
j * i
l’ensemble des perturbât ions de la planète j sur le
demi-grand axe de la planète i. Ayant déterminé un S
i j
3 S 3 Si j
donné, on peut obtenir sa contribution à — , soit -— ----- .
2 ao 2 ao
y* "\ 2
15
Mais à partir de ——
O
, il est nécessaire de connaître
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l’ensemble des S. .. Aussi ce n’est qu’une fois que les 28
* J
couples de planètes ont été traités, que l’on procède à la
fin du calcul. Pour les planètes inférieures la seule partie
-v 2
15 S
8 l aoJ
calculs.
est suffisante étant donnée la précision des
Pour les planètes supérieures on peut aller jusqu’à
4
315
128
La taille des termes ainsi rajoutés est en
- 4
valeur relative de quelques IG pour les planètes
- 3
inférieures et quelques IG pour les autres.
III. 4.) Encombrement du programme et temps de calcul :
Le texte du programme, malgré la forme synthétique qui lui
a été donnée, grâce à de nombreuses mises en facteur des
opérations répétitives, reste néanmoins de grande taille. La
première partie (PL13) qui établit les expressions propres à
chaque planète, comporte environ 400 instructions
représentant plus de 11 OOO bytes. Elle est scindée en deux
morceaux afin de permettre une meilleure optimisation du
code par le compilateur. La deuxième partie (PL23) qui
détermine les perturbât ions couple par couple, est faite de
prés de 450 instructions, séparées en trois morceaux, pour
un total de 14 000 bytes. A cela il faut rajouter une
bibliothèque d’une trentaine de sous-programmes,
représentant plus de 800 instructions et 30 000 bytes. Ces
sous—programmes effectuent toutes les opérations
arithmétiques sur les séries ainsi que les tris qu’elles
entraînent, l’intégration, le développement des longues
périodes et les entrées-sorties.
Lors de l’exécution du programme la place occupée en
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mémoire centrale dépend de la taille des séries à manipuler.
Afin de limiter cette occupation de mémoire centrale, on
utilise un fichier pour stocker des séries en attente de
réutilisation. On conserve ainsi une douzaine de séries sur
1
ce fichier, dont la taille est passée de 1,4 Mo pour les
premières itérations à 2,8 pour les dernières, et autant en
mémoire centrale où la place occupée est passée dans le même
temps de 1,7 à 3,7 Mo. PL13 nécessite un fichier contenant
la solution de départ. Au cours des itérations ce fichier a
vu sa taille croître de 7,4 à 13,2 Mo. Les résultats de PL13
sont stockés sur un fichier de 17,5 Mo. PL23 utilise les
données des deux fichiers précédents et en produit un
troisième contenant le résultat de l’itération qui est de
même taille que pour la solution de départ.
Nous avons utilisé les ordinateurs NAS 9080 et
2
IBM 3090/200 du CIRCE . Les temps de calcul sont importants
et le stockage des résultats est lui aussi problématique en
raison de leur volume. Aussi travaille-t-on sur des fichiers
temporaires sur disque qui sont sauvegardés en fin
d’exécution du programme et rappelés lors de la reprise des
calculs. Pour PL13, environ 2000 enregistrements de 6144
octets constituent la solution de départ et sont lus sur une
bande alors que 2700 enregistrements de même taille,
contenant les résultats intermédiaires, y sont écrits.
Durant le déroulement environ 15 000 enregistrements sont
échangés entre les fichiers temporaires sur disque et la
1 6
lMo = 10 octets
2
Centre Inter Régional de Calcul Electronique
BP 63 91406 ORSAY
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mémoire centrale. Pour PL23 ce chiffre â atteint prés de
150 OGO au cours des dernières itérations.
On aura une idée de l’évolution de la puissance des
ordinateurs en comparant les temps de calcul pour Iter-réf
et Iterl. Pour des précisions semblables dans PL13, il
fallait 23 mn 26 s pour les 4 grosses planètes alors qu’il
n’a fallu ici que 4 mn 52 s pour l’ensemble des 8 planètes.
Pour PL23 le temps de calcul pour les 6 couples entre
grosses planètes est passé de 37 mn 9 s à 4 mn 41 s. Les
résultats de Iter-réf datent de 1981 et 1982. Comme nous
l’avons vu au chapitre II le développement des longues
périodes a entraîné une réduction du volume des calculs. Le
gain en temps reste néanmoins très important.
Entre la première et la dernière itération effectuée, le
temps de calcul est passé de 4 mn 52 s à 9 mn 28 s pour PL13
et de 22 mn à prés de 2 h pour PL23. Nous verrons plus
précisément dans le chapitre suivant comment ont évolué,
pour leur part, la précision et la taille des séries.
III.5) Paramétrisation :
Les contraintes physiques et économiques, liées à
l’exploitation du programme, doivent être prises en compte
dans la gestion de mémoire que réalise le programme et le
volume de calculs que l’on s’autorise à effectuer. Le
programme doit être évolutif, d’une part pour s’adapter â la
stratégie employée pour limiter les coûts d’exploitation,
d’autre part pour permettre certaines modifications telles
que la taille des séries, le nombre de planètes considérées,
la plus grande puissance du temps que l’on désire
conserver en grande partie
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. . . Ceci a été rendu possible
grâce à l’introduction de paramètres. Ainsi toutes les
quantités qui sont des constantes pour le programme mais qui
sont susceptibles d’évolution d’une itération à l’autre, ont
été définies au moyen de l’instruction PARAMETER du
Fortran V. Cela demande un travail initial important
puisqu’il faut rechercher dans le programme toutes les
occurences (parfois cachées !) de cette quantité, et
remplacer sa valeur numérique par le nom littéral qui lui a
été attribué. Cette opération est certes quelque peu
fastidieuse car pour être efficace elle doit être menée avec
le plus grand soin et dans un soucis d’exhaustivité. On en
tire cependant, par la suite, de très gros avantages car des
modifications, mêmes profondes, peuvent s’effectuer en un
temps très court.
Examinons par exemple ce qu’il se passe lorsque l’on veut
ajouter un neuvième corps â la théorie. Le nombre de
planètes prises en compte intervient à de très nombreuses
reprises dans le programme. En l’absence de paramétrisation
il faut passer en revue chaque instruction et remplacer
toutes les occurences de l’ancienne valeur S par la nouvelle
valeur 9. Mais cela n’a rien d’un travail automatique. Il
existe en effet 2 types d’erreurs possibles, sans compter
l’omission pure et simple due au nombre d’instructions à
contrôler (prés de 2000 pour une exploitation complète du
programme). D’une part il ne faut pas confondre un S
provenant effectivement du nombre de planètes et un S
correspondant à une autre quantité. D’autre part le 8 peut
apparaître de manière cachée, ainsi le nombre de couple de
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— 2 ~2
planètes à traiter passe de 28 = 0o à 36 = 0., •
o y
Supposons à présent que ce travail préliminaire ait été
accompli, une fois pour toutes, par l’introduction du
paramètre NP qui a été substitué à toute les occurences
numériques du nombre de planètes. Il suffit alors de changer
la ligne de programme correspondant à l’instruction
PARAMETER et dans laquelle est définie la valeur de NP. On
avait précédemment l’affectation NP = 8 qu’il faut remplacer
par NP = 9. Cette déclaration est répétée en tête de chacun
des sous-programmes mais il s’agit maintenant véritablement
d’une opération automatique que l’on peut confier à
l’éditeur de texte en toute sérénité. La modification se
trouve immédiatement répercutée dans toutes les lignes de
programmes où elle doit l’être, et seulement celles-ci i
Afin de mieux comprendre toute la puissance de ce
paramétrage, nous allons examiner en détails qu’elles sont
justement toutes ces répercussions.
Les constantes d’intégration sont rangées dans le C0MM0N
KHQ dont la présentation est passée de :
/KHQ/ TEPS(8),ANN( 8 ),TKC8),TH(8),T0(8),TP(8),TAM(8),DN(8)
pour les constantes £Q, N, kQ , hQ, qQ , pQ , m, §n, à :
/KHQ/ TEPS(NP),ANN(NP),TK(NP),TH(NP),TO(NP),TP(NP),TAM(NP),DN(NP)
On n’a plus à présent à se préoccuper de ces huit
modifications qui, bien qu’étant très simples à réaliser,
prenaient néanmoins un certain temps et n’excluaient jamais
des risques de fausse manoeuvre.
De même toutes les boucles du type DO 10 J=l,8 sont
devenues DO 10 J=1,NP . Le gain de temps obtenu en
s’épargnant de faire tous ces changements un à un est
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cette fois nettement plus sensible ainsi que le gain de
sûreté dû au fait qu’il n’y aura ni oubli ni modification
erronée ou à mauvais escient.
Conséquence indirecte, l’introduction du neuvième corps
fait que l’on doit coder l’argument de chaque terme non plus
par 2 mais par 3 entiers, puisque chacun ne peut prendre en
charge que 4 planètes. Il faut bien sûr augmenter la taille
des tableaux contenant ces codes et celle des
enregistrements pour le stockage sur fichier, modifier
toutes les boucles faisant intervenir ce nombre d’entiers
codeurs (c’est le cas dans les tris, le codage, le décodage,
l’affectation ou la somme de deux arguments) ... Tout ce
travail, le programmeur l’a effectué une seule fois
lorsqu’il a paramétré et c’est à présent l’ordinateur qui
s’en charge au moment de la compilation.
Le nombre d’entiers codeurs est représenté par le
paramètre NJ. Il n’est même pas nécessaire de remplacer
l’affectation NJ = 2 de l’instruction PARAMETER, par la
nouvelle valeur NJ = 3. En effet, le paramètre NJ n’étant
pas une constante "de base" est lui même paramétré et ce
n’est pas NJ = 2 que l’on peut voir dans l’instruction
PARAMETER mais NJ = (NP + 3)/4 , (il s’agit ici d’une
division entière) . Ainsi connaissant le nombre de corps en
présence le programme en déduit "lui-même" la valeur à
donner à NJ.
Tous les tableaux contenant des arguments sont donc
dimensionnés JT(NJ,.._), les boucles liées aux arguments
DO 10 J=1,NJ , les déclarations de longueur des
enregistrements à l’ouverture des fichiers RECL = NJ * ...
il ne faut plus se
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Les fichiers changeant de taille,
rendre à la même adresse pour lire ou écrire une série
donnée. Les procédures d’entrées—sorties sont donc
particulièrement importantes à paramétrer si l’on veut
s’éviter de devoir recalculer toutes les adresses à chaque
modification.
longueur d’un enregistrement
e r
1 enregistrement
éléments a,l,k,h,q et p
de la première planète
(la série de a est 2 fois
plus longue que celle
des autres éléments)
* éléments de la dernière
planète
t— du couple Mercure-Vénus
A p
N
—r— dernier couple
A p
B de la première planète
B de la dernière planète
fiQ. 6 structure d’un fichier
La figure 6 montre la struture du fichier contenant une
solution. On y trouve les 6 éléments de chacune des
planètes, pour chaque couple une approximation de -r- ainsi
A p
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que pour chaque planète une valeur approchée de la quantité
B dont 1* utilsation par PL13 a été étudiée au paragraphe
1.6 . L’instruction PARAMETER d’une procédure effectuant des
lectures ou des écritures sur ce fichier, contient entre
autres :
NP = S, NTT = 256, LEL = 32, LTE = 7*LEL, LID =8, LB = 4,
NPB = NP*(LTE + (NP - l)*LID/2)
NP est le nombre de planètes, NTT le nombre de termes
stockés par enregistrement, LEL le nombre d* enregistrements
consacrés à un élément, LTE le nombre total
d’enregistrements pour les 6 éléments d’une planète (a
compte double), LID le nombre d’enregistrements pour chaque
—7—, LB le nombre d’ enregistrements pour chaque B et NPB
A p
l’adresse du premier enregistrement du B de la première
planète. Pour ce dernier, NP*LTE est la place occupée par
les éléments des NP planètes et NP*(NP — l)*LID/2 celle
prise par les Cw_ approximations —7— .
N P A p
Ainsi l’adresse de départ pour la lecture de l’élément IEL
de la planète IPL est : NH = LTE*(IPL - l) + LEL*(IEL - 1/IEL)
A B
A nous positionne au début des éléments de la planète numéro
IPL et B nous amène devant l’élément numéro IEL de cette
planète (les éléments a, k, h, q et p sont numérotés de 1
à 6). 1/IEL en division entière, vaut 1 si IEL = lj O sinon
et tient ainsi compte de la place double occupée par
l’élément a.
Sans paramètres on aurait pour les mêmes valeurs :
NH = 224*(IPL - 1) + 32*(IEL - l/IEL) et on ferait la
lecture de 32 enregistrements au lieu de LEL.
1
A p
Pour le du couple IP1-IP2 il faut lire LID
l]*LID + NP*LTE
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enregistrements à partir de l’adresse :
[(IPI - 1)*(2*NP - IPl)/2 + IP2 - IPI -
et non plus 8 enregistrements à partir de l’adresse :
4*IPI*(15 - IPI) + 8*IP2 + 1720 , expression qui, bien que
plus courte à écrire, est nettement plus longue à modifier.
IP2
(1,2) (1,3) 4'. . . ( 1, NP )
IPI
(2,3) ...(2,NP)
(NP-1,NP)
fi9. 7
Expliquons cette formule , les
couples étant rangés dans 1’ordre
la figure 7, de haut en bas et de
gauche à droite, pour accéder à
IP1-IP2 on commence par dépasser
les NP — 1 couples faisant intervenir la planète 1, puis les
NP - 2 commençant par la planète 2 (on prend toujours
IPI < IP2 ), jusqu’aux NP — (IPI — l) commençant par la
planète IP — 1, ce qui fait déjà :
(NP - 1) + (NP - 2) + ... + [NP - (IP - 1)]
= NP*(IPI - 1) - [1 + 2 + ... + (IPI - 1)]
= NP*(IPI - 1) + IP1*(IP1 - l)/2 = (IPI - 1)*(2*NP - IPI)/2
Il reste encore à dépasser les IP2 - IPI - 1 couples de la
planète IPI avec les planètes IPI + 1, IPI + 2,..., IP2 — 1.
Enfin la lecture du B de la planète IPL comprend LB
enregistrement à partir de l’adresse NPB + LB*(IPL - 1) au
lieu de 4 à partir de 4*IPL + 2012.
De cette façon, une trentaine de paramètres ont été
introduits dans le programme afin de rendre aussi souples et
rapides que possible, les modifications futures. En
pratique, tout n’a pas été paramétré d’un seul coup mais
plutôt au fur et à mesure qu’une quantité devenait
susceptible de pouvoir varier, au fil des itérations. Ainsi
quand il a fallu doubler la taille des tableaux contenant
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les séries, le tableau contenant les arguments fut
dimensionné JT(NJ,NT,NM,NST). Dans le paragraphe III.1 nous
avons donné une vision linéaire du stockage d’une série, la
représentâtion plane de la figure S est plus explicite.
NJ est le nombre d’entiers pour coder un argument, chacune
des cases du tableau contient un argument donc NJ entiers
NT est le nombre d’arguments contenu dans une ligne
NM est le nombre de lignes attribuées à chaque série
NST est le nombre de séries contenues dans le tableau.
Pour doubler la taille des séries on a fait passer NT de
la valeur 64 à la valeur 128. On agirait sur NM si l’on
voulait par exemple augmenter la plus grande puissance du
temps conservée dans les séries. Enfin on pourrait être
amené à changer NST si l’on désire modifier l’encombrement
en mémoire centrale en faisant varier en sens inverse les
échanges disque - mémoire centrale.
e r
1 terme de la partie périodique
fiQ. 8 tableau de stockage des séries
Nous avons
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déjà vu comment NJ était relié au nombre de
planètes NP, il est aussi lié à la valeur du M retenu pour
le codage des arguments. L’introduction des paramètres NT et
NM 'a conduit à une redéfinition du paramètre LEL qui est le
nombre d’enregistrements occupés par un élément planétaire
sur un fichier. On a remplacé LEL = 32 par LEL = NT*NM/NTT
soit le nombre total de termes à stocker, divisé par le
nombre de termes par enregistrement. Notons également qu’à
l’occasion de 1’introduction du paramètre NT, on a aussi
introduit les paramètres NM et NST. Cela n’était pas
indispensable pour doubler la taille des séries mais ne
demandait pas un travail supplémentaire important par
rapport à l’installation du seul paramètre NT et nous
faisait avancer dans la paramétrisation systématique de tout
le programme.
Actuellement la quasi-totalité des valeurs numériques
figurant dans le programme a été remplacée par des
expressions littérales, les nombres restants étant
généralement des constantes "absolues" comme par exemple le
nombre de coefficients d’un terme (2, à savoir un pour le
sinus et un autre pour le cosinus). Il reste cependant à
généraliser l’explicitation des liens entre les paramètres
comme pour les deux exemples que nous avons rencontrés :
NJ = (NP + 3)/4. et LEL = NT *NM/NTT.
Notons pour terminer que certaines limitations viennent
encore du langage, ainsi on ne peut pas paramétrer
facilement les formats d’impression qui pourtant font
intervenir le nombre de planètes. Toutefois les ordres
d’impression ne sont pas éparpillés dans tout le programme
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mais font appel à un sous-programme. C ’ est donc seulement
dans celui-ci qu’ il faut intervenir pour modifier les
formats d’impression.
L’utilité et la fiabilité de ces paramétrisations ont pu
déjà être vérifiées. Tout d’abord, comme nous l’avons
signalé plus haut, lors de l’augmentation de la taille des
séries. Nous avons d’autre part pu constater l’efficacité du
passage de 8 planètes à 9 planètes, en faisant des essais
avec la planète Pluton.
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Chapitre IV
Résultats des itérations
Nous allons examiner, dans ce dernier chapitre,
l’évolution de la solution au cours des itérations, depuis
la solution de départ IterO jusqu’aux derniers résultats
obtenus. Nous étudierons la variation du nombre de termes,
dans les séries et dans les calculs, liée à l’amélioration
de leur précision, ainsi que l’augmentation du temps de
calcul qu’il s’en suit. Enfin nous verrons de quelle façon
les solutions successives convergent, et quelle est leur
précision effective, par comparaison à une intégration
numérique.
IV.1) Opérations complémentaires sur la solution :
Une fois les perturbât ions planétaires calculées couple
par couple, un certain nombre d’opérations restent à
réaliser avant de pouvoir effectuer une nouvelle itération.
Comme nous l’avons vu au paragraphe III. 3, la variable *-
n’est pas complètement connue à l’issue de PL23. Dans
_ , „ . . d*- d£
1 équation — = n + ^ , le moyen mouvement n est calculé à
2 3 2 3
partir de a par la troisième loi de Kepler n a = n0 a0 soit
n = n = - f “
a — a.
avec U =
Dans cette expression la partie n donnerait par intégration
un terme séculaire qui sera en fait déterminé après
ajustement
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de la solution sur l’intégration numérique,
considérée comme une bonne représentation du mouvement réel.
3 d£
La partie n U est rajoutée à —— avant de procéder à
2 0 dt
1’intégration des perturbations d’une planète sur l’autre.
Il reste encore à intégrer la suite du développement une
fois que le demi-grand axe est connu complètement.
Une fois la longitude moyenne de chaque planète ainsi
déterminée, on effectue la différence entre la solution de
départ et celle d’arrivée. Ceci permet d’une part d’avoir
une idée sur la convergence du processus, les écarts devant
pour cela diminuer au fil des itérations. D’autre part il
est ainsi possible de visualiser l’apparition de nouveaux
termes de taille importante. Il faut alors s’interroger sur
leur provenance et s’assurer qu’il ne s’agit pas d’une
anomalie dans l’exécution du programme. Ainsi dans le
paragraphe II.6, nous avions observé des modifications très
sensibles sur les termes ayant en facteur une puissance du
temps. La raison en était le développement des longues
périodes et leur remplacement par un polynôme qui créait
ainsi des termes séculaires importants.
6 , .
Le terme en t , provenant de 1 intégration du terme
5
séculaire en t , est conservé lors de 1 intégration. Il
n’intervient pas ensuite dans les calculs de l’itération
suivante car il reste faible par rapport à la précision de
la solution. Toutefois on peut ainsi s’assurer qu’il est
6
justifié de ne pas calculer les termes de Poisson en t . De
plus, on peut aussi le rajouter, comme terme correctif,
lorsque l’on effectue une substitution numérique dans les
séries, si sa valeur au bout de 50 ans devient de 1’ordre de
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grandeur des autres termes conservés.
Toujours afin de mieux suivre l’évolution des séries, un
histogramme de la répartition des périodes des termes de la
partie périodique est dressé. Cela permet de voir quels
types de nouveaux arguments apparaissent.
Enfin, il est nécessaire pour avoir une solution complète,
de déterminer les nouvelles constantes d’intégration, cela à
l’issue de chaque itération. Nous procédons pour cela à un
ajustement de notre solution, sur celle résultant d’une
intégration numérique. Cette intégration a été effectuée
3
selon la méthode mise au point par C. Le Guyader du BDL , et
à partir d’un programme qu’il a bien voulu nous communiquer.
Ce programme d’intégrât ion numérique du problème des N
corps, repose sur le principe du développement en série de
Taylor. Les équations en coordonnées rectangulaires sont de
la forme :
2
d C C .
dt
t = - kK+ mï34" + Kmj Ec . — C . c .J 1 _ __J_A3 " ~3
1 J
où C représente l’une des coordonnées x, y ou z du corps
i
numéro i, l’indice ü étant affecté au corps central, ici le
soleil, A est la distance entre les corps i et j,
i J
A . . = •/ ( x . - x . ) 2 + (y . - y . ) 2+ (z . - z . ) 2 ,
ij ji J* J 1
2 2 2 '
x + y + z = A est la distance au soleil,
x i i i o i
Les seconds membres ne font intervenir que des fonctions
C .
du type —-— d’où l’idée d’effectuer une fois pour toutes le
A
i j
^Bureau des Longitudes
77, Avenue Denfert-Rochereau
75014 PARIS
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développement en série de Taylor, de manière formelle, d’une
telle fonction. On constitue alors un formulaire permettant
ensuite d’évaluer, de proche en proche, les dérivées
successives de la fonction en question. On obtient
simultanément les dérivées successives des coordonnées, tout
cela à une date t. De là on peut enfin passer à une date
t + h en approchant les valeurs des fonctions par le début
de leur série de Taylor. L’ordre s de troncature est imposé
par le programme, ici 25, et le pas, h, doit être tel que la
inférieure à la précision fixée. Dans la pratique un pas de
base est fixé. S’il s’avère trop grand, l’intervalle
correspondant est parcouru en 2 fois au lieu d’une seule,
après quoi on retourne au pas de base. Si besoin est, le pas
de base peut être divisé par une puissance de deux plus
grande. Le calcul des intégrales premières du problème
permet de s’assurer qu’il n’y a pas d’anomalie dans le
déroulement du programme.
L’intégration avec un pas de base 4 jours, sur une
période de 100 ans, effectuée par C. Le Guyader, donne après
prise en compte de corrections relativistes et des
perturbât ions dues à la Lune et aux petites planètes, des
, - 1 o , .
écarts de 1 ordre de quelques 10 UA avec 1 intégration
4
numérique DE200 du JPL
Nous avons, pour notre part, utilisé ce programme avec le
jeu de masses correspondant à notre solution, et figurant
dans la table I.a . Nous avons utilisé un pas variable
4 ,
Jet Propulsion Laboratory (USA)
quantité 6
i
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c’est-à-dire pouvant être divisé, mais aussi multiplié, par
une puissance de 2, en fonction de la valeur de la quantité
définie plus haut. Cette intégration couvre la période
2 433 66G,5 à 2 451 600,5 du calendrier julien
(J2000 = 2 451 545), soit environ 49 ans. La précision est
suffisante pour nous servir de référence dans la
détermination des constantes d’intégration. Les comparaisons
se font sur les solutions n’ayant subi aucune correction
telle que relativiste ou due au barycentre Terre—Lune.
A partir des positions et des vitesses des planètes,
fournies par 1’intégration numérique, on calcule les
éléments osculateurs. On a ainsi réalisé un fichier
contenant ces valeurs pour 300 dates. On compare ensuite aux
résultats de la substitution numérique, faite dans les
séries issues de l’itération et complétées par les
constantes d’intégration de départ.
Par la méthode des moindres carrés, on fait passer une
droite dans les différences résultant de la comparaison.
L’ordonnée à l’origine fournit la valeur dont on corrige la
constante d’intégration correspondante. La pente nous
renseigne sur la dérive de la solution. Pour ^, c’est cette
pente qui fournit la correction à apporter au moyen
mouvement moyen N. On obtient ainsi le nouveau jeu de
constantes d’intégration qui servira à l’itération suivante.
On reprend alors les écarts mesurés entre l’intégration
numérique et la substitution dans les séries, que l’on
corrige pour tenir compte des nouvelles constantes
d’intégration. C’est la valeur maximale des écarts
subsistant alors qui nous donne la précision réelle de notre
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solution. Tant que cet écart reste important par rapport à
la précision de l’intégration numérique, il est en effet
légitime de considérer celle-ci comme une référence exacte.
Ce n’est que lors des dernières itérations que 1’erreur des
deux solutions est devenue du même ordre de grandeur.
Les écarts entre les deux solutions sont conservés afin de
pouvoir en faire une étude plus détaillée ultérieurement, si
le besoin s’en faisait sentir. Il peut en effet être
intéressant de connaître l’allure de ces variations.
IV.2) Début des itérations :
La première itération, que nous avons examinée au
paragraphe II.6, avait été effectuée à une précision moyenne
car son but était avant tout de donner des renseignement s
qualitatifs sur les effets du développement des longues
périodes. Nous avions constaté de profonds changements entre
la solution de départ (IterO) et celle d’arrivée (Iterl).
C’est en raison du caractère un peu particulier de cette
première itération que nous allons étudier en détails les
résultats de la deuxième (Iter2), afin de les comparer
ensuite à ceux des itérations ultérieures.
Un facteur important dans le calcul est la taille
effective des séries. On entend par là le nombre de termes
non-nuls contenus dans une série. Ce nombre augmente en
principe quand la précision devient plus grande. Par contre
le nombre maximal de termes que peut contenir une série, n’a
pas changé au cours des 6 premières itérations. Pour les
éléments h, k, p et q nous avions des séries de 4096
termes (dont la moitié 2048, pour la partie périodique) et
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le double pour le demi-grand axe a.
La table IV. a donne le nombre de termes, dans chaque
partie, pour tous les éléments de la Terre et d’Uranus.
C’est cette dernière planète qui possède le plus de termes
dans ses séries. Les éléments h et k d’Uranus sont les seuls
à avoir déjà, à ce stade, saturé leur partie périodique.
5
Pour cette deuxième itération, les termes en t ne sont
toujours pas conservés. A la suite, sur la même ligne, on
peut lire les coefficients du dernier terme non-nul de la
partie périodique ce qui nous renseigne sur la précision.
0
t
1
t
2
t
3
t
4
t sin cos
a 1280
9
206
9
38
9
56
>
17 0,592D-11 0,952D-11
T
X 322
9
26
9
7
9
2
9
1 0,238D-08 0,602D-10
E
R
h 289
9
7
9
1
9
0
'
0 0,2270-08 0,155D-09
R k 300
9
O
O 9
1
9
0
9
0 0,153D-09 0,229D-08
P 86 9
*~>
4. 9
1
9
0
9
0 0,684D-09 0,1760-08
q 91 9
O
9
1
y
0
9
0 0,144D-0S -0,100D-08
a 3643
9
337
9
203
9
117
9
27 -0,10SD-08 0,187D-08
u
X 1115
9
123
9
75
9
40
>
7 -0,234D-09 -0,773D-09
R
A
h 2047
’
349
9
219
9
131
>
32 -0,574D-11 -0,148D-09
N
U
k 2047
9
352
9
212
9
128
9
~7 7
OU 0,721D—10 -0,814D-10
S
P 604 9 55 9 16 9 ’ 1 0,385D-11 -0,448D-10
q 630 9 58 » 11 11 9 1 -0,1Ü9D-10 -0,376D-10
Table IV.a nombre de termes des parties périodiques, en t
2 3 4
t , t et t des éléments de la Terre et d’Uranus, à l’issue
de la deuxième itération, et coefficients du dernier terme
de la partie périodique, (les unités sont 1’UA et le radian)
Dans le demi-grand axe de la Terre il y a plus de termes
3 2
en t qu’en t . Ce phénomène disparaîtra par la suite. Il
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résulte des termes séculaires apparus dans le développement
des longues périodes. Par le jeu de la phase une
contribution peut favoriser les degrés pairs ou impairs.
La taille du dernier terme conservé dans une série ne
suffit pas pour connaître la précision réelle de celle-ci.
En effet tous les couples ne sont pas calculés avec la même
précision. Si l’on se fixe une précision finale sur la série
intégrée, la précision à laquelle il faut effectuer les
calculs fait intervenir la masse des planètes du couple,
leur moyen mouvement, ainsi que le rapport des demi-grands
axes. Une planète donnée nécessitera donc une précision de
calcul plus ou moins grande, selon le couple considéré.
Comme nous l’avions signalé au paragraphe III.3, c’est le
calcul de l’inverse de la distance entre les deux planètes
qui limite le plus la précision finale demandée. La table
IV.b donne, pour quelques couples de planètes, le nombre de
termes de la partie périodique de et la taille du
dernier terme conservé dans la série intégrée de chacun des
éléments. D’une manière générale, les couples entre grosses
planètes peuvent être calculés avec de bonnes précisions.
Pour les planètes inférieures, les moyens mouvements sont
plus grands et il y a des difficultés pour les planètes
voisines. Dans le couple Mercure - Jupiter, il y a de gros
écarts entre la précision demandée pour les perturbât ions de
l’une ou de l’autre planète, en raison de la forte
différence entre les masses, et aussi les moyens mouvements.
La table IV. c donne la répartion des périodes des termes
de la partie périodique, pour les éléments de la Terre et
d’Uranus. Cela permettra de constater par la suite que la
plupart des nouveaux qui apparaî tront avec
- 86 -
1
à
P
termes
'amélioration de la précision, ont des périodes i
50 ans. Les répartitions sont semblables pour
lanètes inférieures entre-elles, de même que
nfêrieures
toutes les
pour les
planètes supérieures.
couples 1/A3 a h, k, p, q
Mercure - Vénus 4595 1D-12 / 5D-12 2D-09 / 2D-09
Mercure - Terre 4918 1D-13 / 1D-12 2D-10 / 2D-10
Mercure - Jupiter 1410 1D-12 / 1D-09 2D-09 / 2D-09
Mercure - Saturne 1299 1 D—13 / 2D-10 2D-10 / 2D-10
Vénus - Terre 3250 5D-12 / 1D-11 2D-09 / 2D-09
Vénus - Mars 2609 5D-13 / 4D-12 2D-10 / 2D-10
Terre - Mars 5738 3D-12 / 1D-11 5D-10 / 5D-10
Mars - Jupiter 1578 1D-11 / 2D-10 5D-10 / 5D-10
Jupiter — Saturne 2791 2D-11 / 5D-11 5D-11 / 5D-11
Table IV.b nombre de termes de la partie périodique
. .3
de la série représentant 1/A , taille du dernier terme
conservé dans la série intégrée, pour les perturbations
de la première planète par le seconde et inversement,
dans Iter2 (les unités sont le radian et l’UA).
D’une itération à l’autre, les coefficients des termes,
déjà présents au départ, sont mieux déterminés et les
nouveaux arguments apparaissant correspondent à de petits
coeficients. On peut constater cela en faisant la différence
de deux solutions issues d’itérations successives. Au
paragraphe II.6, nous avions constaté de profondes
modifications entre IterO et Iterl. La table IV.d permet de
voir que les solutions Iterl et Iter2 sont déjà beaucoup
plus proches. Les écarts, donnés pour le demi-grand axe
d’Uranus, reflètent assez bien ce qu’il se passe pour
l’ensemble des 48 éléments des 8 planètes.
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[0,50[ [50,100[ [100,150[ [150,200[ [200,250[ [250,314[
a 1275 1 O 1 2 1
X 314 3 O 2 2 1
1
E
R
R
h 283 4 0 1 1 0
k 294 4 O 1 1 0
t.
p 85 1 0 0 0 0
q 90 1 0 O 0 0
a 3490 89 33 13 8 10
U
X 959 86 33 14 10 13
R
A
h 1860 110 39 16 12 10
N
U
k 1863 109 37 16 12 10
S
P 540 41 7 11 3 2
q 565 41 8 11 3 2
Table’ IV. c répartition des périodes de la partie périodique
de chacune des séries des éléments de la Terre et d’Uranus,
à l’issue de la deuxième itération.
Pour ce qui est de la partie périodique, la valeur
. . . , - *
relative des modifications est de 1 ordre de 10 . Pour les
autres parties, on atteint environ 10 % . Pour la variable X
les modifications sont un peu plus importantes pour la
- 3
partie périodique, et atteignent en valeur relative 10 à
- 2
10 . Ce sont en effet les longitudes moyennes qui avaient
été le plus modifiées par le développement des longues
périodes, car elles en contenaient une proportion plus
importante que les autres éléments.
Alors que les écarts entre deux itérations successives
nous renseignent sur la convergence du processus, c’est la
comparaison à l’intégration numérique qui nous indique si
sin t argument sin cos
G O 1 0 -1 O 0,23460536D-05 0,80294790D-01
0 O O 1 -1 0 -0,44244322D-05 0,20686028D—Ol
t sin t
2029 termes -0,845D-09 0,401D—08
0 O Ü 0 0 0 O 0 0,OOOOOOOOD+OO -0,14871667D—04
0 G 0 2 0 -1 0 0,70526841D-07 -0,10257167D—06
2
t sin t
209 termes 0,770D1-10 0, 210D—10
ü O 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO -O,18776746D—07
Q 0 O 0 1 0 -1 0 O,52704105D-08 -O,61268664D—10
3
t sin t
101 termes -0,698D-12 —O,136D—11
0 Q 0 0 0 0 0 0 O,00000000D+00 O,26424289D—09
O 0 O 1 0 -1 0 -O,22387618D—10 0,12134075D—11
4
53 termes -0,861D-14 0,329D—13
t sin t
Ü 0 O 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO O,14807815D—12
o 0 0 0 1 0 -1 0 -0,32622196D—13 0,61829222D-15
11 termes 0,840D-15 -O,192D-15
Iterl - Iter2
sin t argument sin cos
0 0 O 0 0 0 1 0 -0,85302635D-05 0,33003151D-05
0 O 0 O 0 0 2 -2 -0,30029378D-06 —O,64992090D—05
t sin t
3879 termes -0,182D-12 -0,314D-12
0 0 0 0 0 0 O 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,38868150D-05
0 O 0 0 1 0 -1 0 -0,38918681D-09 -0,21527703D-07
2
t sin t
357 termes 0,217D-12 0,253D-12
0 0 O 0 O 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO -O,55841081D—08
0 0 0 0 1 0 -1 0 0,93507768D-09 0,30382315D-10
3
t sin t
208 termes 0,855D-14 -0,500D-15
O 0 O 0 1 0 -1 O -0,13289555D-11 -0,82978601D-15
0 0 0 0 0 1 -1 0 0,11260162D-11 -0,35965702D-13
4
t sin t
125 termes -0,231D-15 Û,321D-15
0 0 0 0 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,39708585D-14
0 0 0 0 0 1 -1 0 0,13016795D-15 -0,20334839D-14
27 termes -0,418D-17 0.399D-17
Table IV. d demi-grand axe d’Uranus
série issue de la première itération et
différence avec le résultat de la deuxième,
(résultats en UA)
table IV.e
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l’on progresse dans la bonne direction. Dans la
on peut lire, comme dans la table II.q pour Iterl, les
écarts maximaux sur 600 jours et sur 50 ans. Il y a, d’une
manière générale, de très nettes améliorations. Toutefois le
demi-grand axe de la Terre, qui avait été particulièrement
bon lors de la première itération, s’est un peu dégradé. Les
longitudes moyennes d’Uranus et de Neptune se sont
sensiblement déteriorées. Dans le même temps, les
demi-grands axes de ces deux planètes se trouvent être bien
meilleurs. Ce sont probablement les mauvaises valeurs
obtenues pour le demi-grand axe dans l’itération précédente,
qui se sont répercutées ici. On peut penser que l’on se
rapproche de la solution, donnée par 1’intégration
numérique, en oscillant plutôt que de façon monotone. Les
écarts sur le demi-grand axe de la Terre sont au maximum de
133 m sur 600 jours, et 390 m sur 50 ans. Pour la longitude
moyenne on obtient respectivement 11 km et 17 km. Pour Iterl
on avait au bout de 50 ans 170 m et 180 km. Dans les cas
d’Uranus les écarts sur 50 ans sont pour a et ^ de 145 km et
48 100 km contre 18 000 km et 15 300 km dans Iterl.
Nous allons donner également, pour les éléments de la
Terre et d’Uranus, la droite obtenue en appliquant la
méthode des moindres carrés aux résidus de la comparaison à
1’intégrâtion numérique. Dans la table IV. f figurent les
pentes de ces droites et les ordonnées à l’origine. Ces
dernières, qui servent <à modifier les constantes
d’intégration, restent comme on peut le voir, relativement
faibles. Les unités sont toujours le radian et l’UA.
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a X h k P q
Mercure
3,7D-10
8,1D-11
1,7D-7
1,4D-7
4,OD-8
1,6D—8
3,3D-8
2,1D-8
2,3D-8
7,4D-9
5,1D—8
1,OD-8
Vénus
1,OD-9
4,5D-10
7,1D-8
7,1D—8
7,6D-8
2,9D—8
8,5D-8
1,3D-8
3,1D-8
1,6D-8
7,8D-8
2,OD-8
Terre
3,1D—9
8,9D-10
1,2D-7
7,1D—8
6,OD-8
2,3D-8
4,8D-8
2,4D-8
4,OD-8
9,2D-9
6,4D-8
1,7D-8
Mars
2,6D-9
7,6D-10
2,90-8
2,9D—8
2,4D-8
8,1D—9
2,1D-8
1,1D-8
1,3D-8
2,7D-9
8,7D-9
3,1D-9
Jupiter
3,9D-8
2,8D-8
1,3D-7
6,1D-8
4,7D-8
3,5D-7
4,7D-8
4,5D-8
2,2D-8
1,5D-8
1,5D-8
1,4D-8
Saturne
2,8D-7
6,OD-8
3,OD-7
1,4D-7
2,1D-8
1,7D-8
5,4D-8
2,1D-8
7,OD-9
1,2D-9
7,1D-9
2,2D-9
Uranus
9,7D—7
5,2D—7
1,7D-5
1,1D-5
6,OD-8
1,2D-8
1,1D-7
1,8D-8
5,2D-9
5,2D-9
5,1D-9
7,5D-10
Neptune
2,40-6
1,6D-6
1,8D—5
1,6D-5
2,4D-8
1,8D-8
2,9D-8
1,8D-9
1,6D-9
1,6D-9
2,5D-9
4,9D-10
Table IV. e écarts intégration numérique - Iter2 sur ^ .
600 jours
exprimés en UA et radian, après ajustement des constantes.
a X h k P q
Terre
1,1D-9
3,9D-11
-2,2D-7
-1,7D—9
-2,2D-8
2,9D-10
9,OD-9
-2,1D-10
3,2D-9
8,1D-11
3,1D-9
-8,9D-10
Uranus
-9,6D-5
-7,8D-9
5,5D-6
-5,6D-S
-5,7D-8
1,OD-9
-1,6D-6
1,6D-9
-1,OD-8
—2,8D—11
-1,9D-8
-1,0D-10
Table IV.f ajustement des constantes d’intégration,
à l’issue d’Iter2, droite de régression linéaire sur les résidus,
ordonnée à l’origine (première ligne) , pente (deuxième ligne)
(pente en UA ou radian par année julienne)
Voici enfin les temps de calculs pour cette deuxième
itération. Ils sont tous ramenés è l’ordinateur NAS 9080 du
CIRCE. Il a fallu 5 mn 30 s pour PL 13 et 25 mn pour PL23. Ce
qui représente environ 10% de plus que pour Iterl. La
substitution numérique dans les séries et l’ajustement des
constantes ont nécessité 9 mn 30 s. Ceci représente la
substition du temps dans les 48 séries des éléments des 8
- 2
planètes, en 300 dates, soit quelques 10 s pour une série.
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IV.3) Saturation des séries :
A l’issue de la sixième itération, la plupart des séries
contenaient le nombre maximal de termes autorisé par le
programme. Précisons que pour PL23, les calculs sont faits
avec des séries deux fois plus grandes que les séries
finales. Ce n’est qu’en dernier lieu que l’on tronque la
série pour ne conserver que le nombre de termes permis. Nous
avions vu par exemple, dans la table IV. a, que les séries
donnant les éléments h et k d’Uranus, étaient déjà saturées
à l’issue de la deuxième itération.
1—1
w
Ul 1—1 i—i en H1 i—i [100,150[ [150,200[ [200,250[ [250,314[
a 4079 6 2 3 2 3 *
X 2017 15 3 7 2 3 *
1
E
R
R
h 1972 7 0 2 2 1
k 1977 7 0 2 2 1
P 590 5 0 1 1 0
q 616 5 0 1 1 0
a 3801 174 69 20 16 15 *
u
X 1786 139 62 21 20 19 *
R
A
h 1816 130 50 20 18 13 *
N
U
k 1818 126 51 21 18 13 *
S
P 1200 84 27 12 11 5
q 1235 84 27 11 11 5
Tsblo IV.g répartition des périodes de la partie périodique
de chacune des séries des éléments de la Terre et d’Uranus,
à l’issue de la sixième itération. Les séries dont les parties
périodiques contiennent 2047 termes ( 4095 pour a ) sont
signalées par une astérisque.
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La table IV. g reprend la répartition des périodes des
termes de la partie périodique pour les éléments de la Terre
et d’Uranus. On peut constater que la plupart des termes
gardent des périodes inférieures à 50 ans. Toutes les
planètes possèdent 4095 termes pour la série du demi-grand
axe, et toutes les planètes supérieures ont 2047 termes pour
les séries des éléments A., h et k. Ceci nous a conduit à
doubler la taille disponible pour les itérations suivantes.
Dans la partie PL13, la place prévue pour les différents
résultats intermédiaires n’était par contre pas complètement
occupée alors que la précision des calculs était suffisante.
Aussi a-t-on conservé dans cette partie du programme, des
séries de base à 4096 éléments. De plus les emplacements
prévus sur le fichier de stockage des résultats
intermédiaires ont été transformés pour tenir compte de leur
remplissage effectif. Ceci a permis de réduire de 25% la
taille du fichier en question, tandis que celle du fichier
contenant la solution doublait presque (le nombre de termes
1
conservés pour t— et B est resté le même). Avant de passer
A p
aux résultats de la dernière itération, nous allons donner
pour cette sixième itération, des résultats que l’on pourra
comparer à ceux du paragraphe précédent, afin d’en mesurer
les différences.
Reprenons ainsi la table IV. b qui donne pour un ensemble
de couples de planètes, le nombre de termes de la partie
périodique de ^ et la taille du dernier terme conservé
À
après intégration. Pour ce qui est de ce dernier terme, on a
souvent un facteur 10G avec Iter2. Mais la série contenant
1
a aussi fortement augmenté quant au nombre de termes.
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couples 1/A3 a *-> h, k, P, q
Mercure - Vénus 7039 2D-14 / 1D-14 2D— 11 / 2D-12
Mercure - Terre 6820 3D-15 / 5D-15 5D-12 / 1D-12
Mercure - Jupiter 4290 3D-15 / 5D-14 5D-12 / 1D-13
Mercure - Saturne 3996 1D-15 / 5D-13 2D-12 / 5D-13
Vénus - Terre 7712 5D-14 / 1D-13 1D-11 / 1D-11
Vénus - Mars 7032 3D-15 / 5D-14 5D-13 / 2D-12
Terre - Mars 7758 3D-14 / 2D-13 5D-12 / 1D-11
Mars - Jupiter 6514 2D-13 / 1D-13 5D-12 / 2D-12
Jupiter - Saturne 3376 1D-12 / 3D-12 5D-12 / 5D-12
Table IV.h nombre de termes de la partie périodique
. .3
de la série représentant 1/A , taille du dernier terme
conservé dans la série intégrée, pour les perturbât ions
de la première planète par le seconde et inversement,
dans Iter6 (les unités sont le radian et 1’UA).
Dans PL23 il était, comme on peut le voir, nécessaire
d’augmenter la taille des séries si l’on voulait continuer à
faire les calculs avec de meilleures précisions. Nous
verrons dans la table IV. j comment ce gain de précision ce
traduit de manière effective sur la solution.
La table IV.i permet d’apprécier les changements qui
interviennent encore sur les séries. A cette fin on peut y
lire pour le demi-grand axe d’Uranus, la solution issue de
Iter5 et la différence entre IterS et Itéré. Dans la série
issue de Itéré on peut remarquer l’apparition de termes en
5 .23
t et la saturation des parties en t et t . Le nombre de
termes dans la partie périodique est seulement de 2046 car
on a transcrit ici La série utilisée dans PL 13 et qui est
tronquée à 2047. Ici un terme de plus a été libéré pour
pouvoir ajouter la constante d’intégration a . En examinant
la différence on observe que la solution est â présent
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sin t argument sin cos
0 0 0 1 0 -1 O 0,24444055D-05 0,80297111D-01
0 0 0 0 0 1 -1 0 -0,43626774D—05 0,20686543D—01
t sin t
2046 termes -0,210D-08 -0,132D-08
G O 0 0 Q 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,18749448D—04
0 O 0 0 2 0 -1 0 O,70416757D-07 0,10279940D—06
2
t sin t
884 termes 0,980D-13 —0,205D—13
0 0 0 0 0 0 0 0 O,OOOOOOOOD+OO 0,13202361D—07
Q 0 0 0 1 0 -1 0 0,52695698D-OS -0,60122127D-10
3
t sin t
511 termes -0,6610-14 0,1280-15
0 0 0 O 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,26429710D-09
D 0 0 O 1 0 -1 Q -0,22436106D-10 0,1220151OD—11
255 termes -0,411D-15 0,1ÎOD—14
t sin t
0 0 0 0 0 0 0 O 0,OOOOOOOOD+OO 0,14393306D—12
0 0 0 0 1 0 -1 0 -0,32679119D-13 0,66753S89D-15
5
t
113 termes 0,587D-18 0,617D—18
sin t
Ü 0 O 0 O 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO -0,15265015D—14
0 0 0 0 1 0 -1 0 0,53114153D-16 0,67756839D-17
23 termes -0,951D-19 —O,515D—19
sin t
0 0 0 1 0 -1 0 0,92696841D-10 0,63408999D-06
0 0 0 0 0 1 -1 0 -0,873352440-10 -0,14990268D—06
t sin t
4145 termes 0,212D-14 -0,124D-14
0 0 O 0 0 0 0 0,OOOOOOOOD+OO -0,51638794D—09
G 0 0 0 0 0 3 -5 0,11093785D-10 0,82972757D—10
2
t sin t
982 termes -O,4340 -17 0,4260-17
0 0 0 0 0 0 3 -5 -0,135781800-11 0,37075313D—12
0 0 0 0 G G 1 -3 -O,11880985D-11 0,38636723D-14
3
t sin t
611 termes 0,359D -18 0,2170-18
0 0 0 0 0 0 0 0 0,000000000+00 0,96739345D-13
0 0 0 0 0 0 ~7O -5 -0,41946564D-14 0,21151206D-13
4
t sin t
384 termes 0,488D -19 0,990D—20
0 0 0 0 0 0 3 -5 0,16359512D-15 0,457996790-16
0 0 0 0 0 0 1 -0,10517751D—15 0,28365447D-16
5
t sin t
130 termes -0,777D -22 0,123D—20
0 0 0 0 0 0 G 0 0,OOOOOOOOD+OO 0,963230480-13
0 0 0 0 0 1 -1 -0,135996800-19 0,511143660-18
24 termes -0,1140-22 -0,772D-22
Table' IV. i demi-grand axe d’Uranus, série issue de Iter5
et différences avec Iter6, exprimées en UA.
stabilisée. Il n’y a
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dans les
augmentent,
premières
en valeur
plus de profondes modifications comme
itérations. Même si les écarts
relative, avec la puissance de t, ils
n’atteignent que 1% pour la
pour la partie périodique),
pour les autres éléments
o - O
partie en t Cet seulement 1Q
Les écarts sont du même ordre
et les autres planètes, ne
5
dépassant pas quelques pour cent pour les termes en t . Une
4 5
exception cependant avec les parties en t et t des
planètes inférieures pour lesquelles de nouveaux termes, de
la taille de ceux existant déjà, apparaissent encore,
entrainant des différences plus importantes.
6
On conserve, dans les séries, le terme séculaire en t ,
, . . .5
provenant de 1 intégration de celui en t . Pour les planètes
supérieures, de tels termes sont apparus. Leur taille est de
, 5
1 ordre de celle des plus petits termes des parties en t de
la série correspondante. Pour le derni-grand axe d’Uranus la
- 1 a
valeur est -0,59.10
La table IV. j fournit les résultats de la comparaison à
l’intégration numérique. Comme on peut le voir les résultats
sont en nette amélioration ainsi que pouvait le laisser
prévoir la meilleure précision dans les calculs et les
écarts diminuant entre deux itérations successives. A ce
stade, l’écart maximal sur le demi-grand axe de la Terre est
de 7 m sur 600 jours et de 4L m sur 50 ans. Pour la
longitude moyenne l’écart maximal est de 1,7 km, soit un
facteur 10 avec Iter2. Pour Uranus les écarts sur 50 ans
sont de 56 km pour le demi-grand axe et 58 km pour la
longitude moyenne. L.e résultat est là très bon alors que
celui du début était assez mauvais.
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a 1 h k P q
Mercure
1,5D-11
6,4D-12
3,8D-9
1,6D-9
2,6D-9
1,1D—9
1,4D-9
1,4D-9
7,ÎD-IO
3,1D-1G
8,2D-10
3,7D-10
Vénus
2,2D-10
6,0D-11
2,3D-8
2,3D-8
2,6D-9
1,1D-9
5,9D-9
5,5D-10
5,5D-10
2,1D-10
3,1D-9
2,6D-10
Terre
2,9D-10
4,5D-11
1,1D-8
1,1D—8
3,2D-9
7,4D-10
1,4D-9
4,7D-10
4,ÎD-IO
1,2D-10
9,6D-10
2,ÎD-IO
Mars
7,7D-10
3,1D-10
8,2D-9
4,6D-9
4,4D-9
8.8D-10
5,7D-9
1,4D—9
5,6D-10
1,7D-10
9,6D-10
2,6D-10
Jupiter
1,7D-9
5,9D-1Ü
1,1D-9
8,9D-10
9,8D-1Ü
7,3D-10
1,5D-9
5,2D-1Ü
5,1D-10
1,2D-10
5,8D-10
1,5D-10
Saturne
8,SD—9
4,OD-9
2,6D-9
1,7D-9
2,9D-9
1,8D-9
5,9D-9
1,7D-9
2,9D-10
1,6D-10
6,5D-10
1,3D-10
Uranus
3,7D-7
4,1D—8
2,OD-8
2,0D—8
3,2D-8
5,1D—9
1,4D-8
4,9D-9
1,8D-9
5,4D-10
5,OD-9
8,5D-10
Neptune
6,8D-8
1,1D-8
1,4D-9
6,7D-1Ü
6,8D-9
2,7D—9
1,1D—8
1,OD-9
2,4D-10
9,2D-11
2,6D-10
1,7D-10
Table IV. j écarts intégration numérique - Itéré sur
50
600
exprimés en UA et radian, après ajustement des constantes.
ans
jours
a 1 h k P d
Terre
4,9D-11
4,7D-12
7,2D-8
4,2D-10
1,7D-10
5,5D-11
-1,2D-9
8,4D-12
-2,4D-11
1,3D-12
-9,4D-11
2,1D-11
Uranus
-1,5D-6
-7,4D-9
1,4D-8
7,1D—9
8,1D-9
6,4D-10
-3,5D-8
2,0D-10
2,4D-10
-3,7D-11
-7,5D-11
-1,1D-10
Table IV.k ajustement des constantes d’intégration,
à l’issue d’Itéré, droite de régression linéaire sur les résidus,
ordonnée à l’origine (première ligne) , pente (deuxième ligne)
(pente en UA ou radian par année julienne)
Au niveau de l’ajustement des constantes d’intégration, on
observe là encore le processus de stabilisation et de
diminution des écarts. L’augmentation de la taille des
séries, et donc du coût de la substitution numérique, ainsi
que 1’amélioration de la solution, nous ont amenés à ne plus
calculer les écarts entre notre solution et l’intégration
numérique, qu’en 100 dates au lieu de 3G0, se réservant le
cas échéant
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, la possibilité d’effectuer un contrôle plus
approfondi.
Donnons pour terminer les temps de calcul de cette sixième
itération. Toujours dans les mêmes conditions que
précédemment, il a fallu prés de 9 mn 30 s pour PL13 (par la
suite ce temps n’augmentera plus car on maintiendra, dans
cette partie du programme, la même précision et la même
taille de série) . Pour PL23 il a fallu environ 45 mn. Ces
temps représentent un facteur 2 d’augmentation par rapport à
ceux d’Iter2. Pour la substitution numérique il a encore
fallu 9 mn 30 s, soit autant que pour Iter2, mais le nombre
de substitution a été divisé par 3.
IV.4) Résultats de la dernière itération :
En doublant la taille des séries, il est devenu possible
d’augmenter encore la précision des calculs dans PL23, la
précision de PL13 s’avérant suffisante. Les séries se sont
donc à nouveau remplies au fil des 4 nouvelles itérations
que nous avons effectuées.
Pour les planètes inférieures, la série du demi-grand se
remplit beaucoup plus rapidement que celle des autres
éléments. Par contre avec les planètes supérieures, pour
lesquelles les posent moins de problèmes ô calculer, on
peut améliorer plus facilement la précision. Aussi les
séries des éléments a, h et k se trouvent-elles assez
rapidement saturées de nouveau. La table IV. 1 indique pour
l’ensemble des éléments des 8 planètes, le nombre de termes
de la partie périodique. Les autres parties grandissent de
manière comparable.
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a X h k P q
Mercure 8160 956 745 739 300 280
Vénus 8191 1650 1344 1345 463 476
Terre 8191 2459 1991 2008 607 637
Mars 8191 2579 2040 2059 497 503
Jupiter 8191 4089 4095 4095 1463 1458
Saturne 8191 4095 4095 4095 1716 1724
Uranus 8191 4095 4095 4095 2710 2750
Neptune 8191 4095 4095 4095 2323 2327
Table IV. 1 nombre de termes dans les parties
périodiques des séries issues de Iterlü
i__iOif)
*
Gi__< [50,100[ [100,150[ [150,200[ [200,250[ [250,314[
a 8154 14 10 4 4 5
X 2407 22 11 9 4 6
T
E h 1970 12 0 4 2 3
R
R k 1987 12 0 4 2 3
t
P 599 6 0 1 1 0
q 628 7 0 1 1 0
a 7648 316 117 46 30 34
U
X 3626 246 108 49 30 36
R
A
h 3672 223 99 41 31 29
N
U
k 3670 225 99 40 30 31
S
P 2484 132 51 16 13 14
q 2524 127 55 16 13 15
Table IV. m répartition des périodes de la partie périodique
de chacune des séries des éléments de la Terre
et d’üranus à l’issue d’IterlO
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La table IV.m permet de constater que les nouveaux termes
apparus restent en grande majorité dans les très courtes
périodes.
Dans la table IV. n, on peut voir que si le nombre de
termes de —a fortement augmenté, par contre la précision
A
des séries ne s’est que faiblement améliorée. Signalons
toutefois que certaines précisions ont été maintenues car
elles étaient particulièrement bonnes, par rapport à celles
d’autres couples faisant intervenir la même planète. D’autre
part, avant d’augmenter la taille des séries, nous gardions,
après intégration, plus de termes que ce qui aurait dû être,
étant donnée la précision des calculs. En doublant la taille
des séries, nous avons amélioré la précision des calculs
mais sommes redevenus plus sévères quant à la taille des
termes conservés après intégration. Les termes conservés
doivent donc tous être mieux déterminés qu’auparavant.
couples 1/A3 a A., h, k, p, q
Mercure - Vénus 15894 1D-14 / 4D-15 2D-11 / 2D-12
Mercure - Terre 15349 1D-15 / 3D-15 4D-12 / 1D-12
Mercure - Jupiter 6904 3D-15 / 5D-14 5D-12 / 1D-13
Mercure - Saturne 6698 4D-16 / 5D-13 1D-12 / 5D-13
Vénus - Terre 16283 2D-14 / 5D-14 1D-11 / 1D-11
Vénus - Mars 16332 1D-15 / 2D-14 5D-13 / 2D-12
Terre - Mars 13932 2D-14 / 2D-13 5D-12 / 1D-11
Mars - Jupiter 11930 1D-13 / 5D-14 5D-12 / 2D-13
Jupiter - Saturne 8858 1D-13 / 2D-12 5D-13 / 2D-12
Table IV.n nombre de termes de la partie périodique
3
de la série représentant 1/A , taille du dernier terme
conservé dans la série intégrée, pour les perturbations
de la première planète par le seconde et inversement,
dans IterlO (les unités sont le radian et l’UA).
sin t argument sin cos
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0 0 0 0 1 0 -1 0 O,
0 0 0 0 0 1 -1 0 -0,
t sin t
2046
0 0 0 O 0 0 O 0 0,
0 0 0 0 2 0 -1 0 0,
2
t sin t
1023
0 0 0 0 0 0 0 0 0,
0 0 0 0 1 0 -1 0 ü,
3
t sin t
511
0 0 0 0 0 0 0 0 0,
0 0 0 0 1 0 -1 0 -o,
255
t sin t
0 O 0 0 0 0 0 0 0,
0 0 0 0 1 0 -1 0 -o,
5
127
t sin t
0 0 0 0 0 0 0 0 0,
0 0 0 0 1 0 -1 0 0,
63
sin t
0 0 0 0 1 0 -1 0 0,
0 0 0 0 3 -7 -1 0 0,
t sin t
3253
0 0 0 0 3 -7 -1 0 0,
0 0 0 0 0 0 0 0 0,
2
t sin t
2402
0 0 0 0 0 0 1 0 -o,
0 0 0 0 0 3 -7 -1 -o,
3
t sin t
1507
0 0 0 0 0 0 1 0 -o,
0 0 0 0 0 3 -7 -1 -o,
4
t sin t
962
0 0 0 0 0 0 1 -2 -o,
0 0 0 0 1 _ 2 1 0 0,
5
t sin t
368
0 0 0 0 1 0 — 4 0 0 ,
0 0 0 0 0 0 0 0 0,
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IV.o demi-grand axe
et différences
244429270-05 O,80297744D-01
43626518D—05 0,206866930-01
termes -0,181D-08 0,1610-08
OOOOOOOOD+OO -O,18749006D-04
70418408D—07 -O,10279751D—06
termes -0,1350-12 0,133D-11
000000000+00 -O,13202432D-07
52687900D—08 -O,60090737D-1O
termes 0,342D-13 -0,329D-13
OOOOOOOOD+OO 0,264202800-09
22435780D-10 0,122065310-11
termes 0,360D-15 -0,237D-14
OOOOOOOOD+OO 0,144002830-12
32631140D-13 0,661402890-15
termes -0,172D-16 0,5860-18
000000000+00 -0,152710040-14
53206549D-16 -O,71992300D-17
termes G,387D-19 -0,1180-18
27423342D—11 O,892032670-08
24119677D—08 O,25139625D-0S
termes -0,4520-17 -0,732D-17
443895190-10 -O,37450180D-10
000000000+00 O,51827322D-10
termes -0,394D-19 -0,536D-19
39020441D—12 -O,94461353D-12
38250359D-12 -O,45202385D-12
termes -0,795D-20 0,288D-20
229131060-13 0,124033280-13
307419150-14 0,260138670-14
termes 0,122D-21 0,2950-21
247353730-16 -0,673871120-16
52730502D-16 0,306505900-16
termes 0,141D-21 0,4020-23
152833310-19 -0,232795250-13
000000000+00 -0,223361340-18
termes -0,299D-24 0,1140-23
d’Uranus, série issue de Iter9
avec IterlO, exprimées en UA.
Table-
1Ü1
La table IV.o appelle quelques commentaires. Tout d’abord
la série donnée pour le demi—grand axe issu de Iter9, est
celle utilisée dans la partie PL13 de IterlO. Elle a donc
été tronquée, ce qui explique le nombre de termes de chaque
partie. Ceci n’est pas inintéressant car cela permet une
meilleure comparaison avec les tables IV. d et IV.i. On
constate que les premiers termes n’ont guère varié, mais que
les plus petits ont augmenté de taille. Ceci est directement
lié à l’amélioration de la précision dans les calculs. Des
termes qui à une étape étaient juste trop petits pour être
conservés, le sont à l’étape suivante. Après intégration ces
termes peuvent voir leurs coefficients augmenter et on finit
par récupérer ainsi un certain nombre de termes, plus grands
que les plus petits conservés précédemment. Le terme
d’argument 3^- - ’ de Période 296 ans, en est
probablement une illustration. C’est la meilleure précision
des calculs, avant intégration, qui lui a permis d’atteindre
cette étape du programme dans laquelle ses coefficients sont
multipliés par l’inverse de la pulsation, soit 47. Pour les
termes plus importants, il y a une bonne stabilité comme le
montre la différence entre Iter9 et IterlO. Tous les écarts
5
ont diminué et même pour le terme en t , ils restent
inférieurs à 1%. Pour les planètes inférieures les écarts
4 5
sur les parties en t et t ne sont plus que de quelques
pour cent.
Voyons donc, à l’aide de la table IV.p, comment cela se
traduit numériquement sur la solution. La quasi-totalité des
éléments ont été améliorés, à quelques exceptions prés comme
les p et q de Mars qui étaient déjà très bien déterminés.
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a X h k P q
Mercure
2,1D-12
7,1D-13
1,90-9
3,5D-10
4,5D-10
1,5D-10
5,6D-10
2,8D-10
4,2D-10
1,8D-10
3,3D-10
1,4D-10
Vénus
1,4D-11
1,4D-11
8,5D-10
8,5D-10
1,8D-9
2,6D-10
1,2D-9
3,3D-10
2,7D-10
1,8D-10
1,5D-9
2,2D-10
Terre
4,8D-11
3,7D-11
1,8D-9
7,1D-10
7,5D-10
4,5D-10
8,2D-10
1,9D-10
3,1D-10
5,2D-11
5,1D-10
1,4D-10
Mars
1,8D-10
6,4D-11
3,2D-9
2,2D-9
3,OD-9
4,5D-10
3,2D—9
1,3D-9
6,7D-10
1,3D-10
1,2D-9
1,9D-10
Jupiter
4,6D-10
3,3D-10
6,4D-10
3,4D-10
2,6D-10
8,2D-11
2,3D-10
1,8D-10
6,5D-11
1,7D-11
2,5D-10
4,ÏD-11
Saturne
7,5D-9
2,4D-9
1,6D-9
1,4D-9
9,1D-10
8,2D-10
2,4D-9
1,3D-9
1,0D-10
7,1D-11
5,1D-10
6,7D-11
Uranus
3,3D-7
1,2D-8
1,9D-8
1,9D-8
2,6D-8
2,5D-9
1,2D-8
1,3D-9
1,3D-9
5,7D-11
4,2D—9
9,5D-10
Neptune
2,9D-8
2,9D-8
1,3D-9
9,6D-1Q
4,8D-9
3,OD-9
9,9D-9
4,9D-10
5,1D-11
5,1D-11
3,5D-11
3,5D-11
Table' IV. p écarts intégration numérique - IterlO sur
600
exprimés en UA et radian, après a justement des constantes.
ans
jours
Les résultats restent sensiblement les mêmes pour
l’ensemble des planètes supérieures. Pour Uranus on a des
écarts de 50 km pour le demi-grand axe et 55 km pour la
longitude moyenne, sur une durée de 50 ans. Par contre pour
les planètes inférieures les améliorations sont plus
sensibles. Les écarts sur le demi-grand axe de la Terre sont
de 7 m et de 270 m pour la longitude moyenne au bout de 50
ans. Pour cette dernière il y a une légère dérive et l’écart
est seulement de 210 m au bout de 40 ans. Cette dérive peut
, 5
s expliquer par les termes en t dont la précision doit
o
encore s améliorer. Des termes séculaires en t sont apparus
dans la longitude moyenne des planètes inférieures. Ils
restent encore très faibles. Pour la longitude moyenne
, -18
d Uranus ce terme est devenu 1,3.10 soit, au bout de 50
ans, la valeur des écarts entre IterlO et l’intégration
numérique pour laquelle cependant il est pris en compte.
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a \ h k P q
Terre
-1,9D-12
-7,5D-14
-1,2D-8
-2,3D—11
-9,7D-10
8,5D-12
-3,1D-10
2,7D-12
4,3D-11
-1,3D-12
-2,5D-11
-2,8D-12
Uranus
4,2D-8
-7.2D-9
-1,7D-8
6,6D-9
-2,4D-9
5,4D-10
-3,40-8
2,5D-10
6,7D-12
-3,4D-11
3,1D-11
-8,6D-11
Table IV.q ajustement des constantes d’intégration,
à l’issue d’IterlO, droite de régression linéaire sur les résidus,
ordonnée à l’origine (première ligne) , pente (deuxième ligne)
(pente en UA ou radian par année julienne)
L’ajustement des constantes d’intégration présente lui
aussi des variations en diminution. Notons cependant qu’on
assiste à une sorte de plancher. Les corrections qui étaient
plus faibles que les autres restent du même ordre, les
constantes d’intégration qui subissaient des corrections
plus importantes rejoignent le même niveau que les
précédentes.
Donnons pour terminer les temps de calculs de cette
dernière itération réalisée. Comme nous l’avions annoncé,
PL13 est toujours effectué avec des séries de même taille et
à la même précision, le temps de calcul est d’environ 9 mn
et 30 s. Pour PL23 la durée de 1 h 57 mn a été atteinte.
Pour la substitution du temps dans les séries, il a fallu
cette fois environ 15 mn. Cela correspond à 50%
d’augmentât ion par rapport à Iter6, la cause en est bien sûr
l’augmentation de taille effective des séries.
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Conclusion
Nous venons de voir l’ensemble des travaux accomplis dans
cette étude d’une éphéméride de haute précision pour la
Terre. La motivation en était de répondre aux besoins
actuels, concernant la réduction des observations, issues
des techniques les plus récentes comme le chronométrage de
pulsars milliseconde.
La réduction de l’intervalle de validité à quelques
dizaines d’années, a autorisé le développement, en polynôme
du temps, d’un grand nombre de termes périodiques. Les
résultats sont positifs puisqu’ils ont permis une
amélioration sensible des éphémérides obtenues sous cette
forme et par ce type de méthode. Bien que la Terre suscitât
le plus grand intérêt dès le commencement de cette étude, en
raison des possibilités d’application immédiate des
résultats, nous avons néanmoins obtenu simultanément, les
éléments orbitaux, pour l’ensemble des huit planètes, à une
très bonne précision.
Les derniers résultats, 21G rn sur la longitude moyenne de
la Terre, sont dès â présent utilisables dans le
dépouillement des observations qui s’effectue actuellement.
Il convient pour cela de rajouter, â la solution, les
corrections relativistes et les perturbations dues au
barycentre Terre-Lune. hais très bientôt, une éphéméride
encore plus précise sera nécessaire.
Regardons quelles ont été les évolutions de la taille des
séries, donnant la longitude moyenne de la Terre (on indique
du temps
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ici le nombre de termes de la partie périodique),
de calcul (PL13 + PL23) et de la précision (écart maximal
avec l’intégration numérique, sur 50 ans).
Iter 1 79 termes 27 mn 180 km
I ter2 322 termes 30 mn 17 km
Itéré 2047 termes 54 mn 1,7 km
Iter10 2459 termes 2 h 07 mn 270 m (210 m sur 40 ans)
La tailie des séries donnant les résultats reste
raisonnable. De plus, une étude faite à l’issue de la
huitième itération, a montré que la précision restait
sensiblement la même, si on ne conservait, pour la
subst i tut ion numér ique, que les 1600 premiers termes de la
partie périodique sur les 2200 qu’en comportait la longitude
moyenne de la Terre (et en gardant intactes les autres
parties). Cela signifie que l’apport des derniers termes
reste faible. Le gain de précision s’effectue surtout sur la
meilleure connaissance des deux premiers tiers de la série.
On peut de plus penser, comme l’indique la diminution des
écarts entre deux itérations successives, que les parties en
5
t convergent vers une valeur plus exacte, ce qui devrait
permettre d’avoir une dérive de moindre importance.
Les temps de calcul et l’occupation de mémoire qu’ils
nécessitent ne sont pas des problèmes à négliger. De même
que les besoins actuels nous ont amenés à réaliser ce
travail, celui-ci doit ù son tour utiliser les techniques
informatiques du jour. Le calcul vectoriel semblent devoir
bien se prêter les opérations que nous effectuons sur les
séries. Il devrait permettre de franchir un pas
supplémentaire important. Les modifications que nous avons
apportées au texte du devraient faci1iter
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programme
l’adaptation aux possibilités de ce nouvel outil de calcul.
Enfin, le fait d’avoir opté pour une méthode itérative,
doit permettre d’inclure, par la suite, Pluton et certaines
petites planètes. Cela sans qu’aucun grand bou1versement ne
s’opère, tant sur le programme que sur les solutions.
L’introduction de Pluton dans la solution, a été retardée
en raison des difficultés que nous avons rencontrées dans la
1
convergence du Neptune - Pluton. Par contre nous avons eu
l’occasion de tester, lors de ces tentatives, l’ensemble des
sous-programmes. Le passage à 9 planètes s’est effectué sans
aucun problème. Quitte à obtenir certains inverses de
distance par d’autres procédés, le corps du programme semble
donc en mesure de s’adapter aux évolutions à venir.
Nous avons franchi ici une étape dans l’obtention
d’éphémérides de haute précision sous forme semi-numérique.
Ces résultats paraissent encourageants et il y a tout lieu
de croire que cette méthode permettra de les améliorer
encore dans un proche avenir.
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Annexe
Nous allons donner ici les premiers résultats relatifs à
la prise en compte de Pluton dans la réalisation de
1’éphéméride. Comme nous avons eu l’occasion de le
mentionner, la convergence de l’inverse de la distance entre
Neptune et Pluton est délicate à obtenir. Comme pour les
autres couples de planètes, la méthode employée est celle de
Newton, décrite dans le paragraphe 1.6 . Toutefois la valeur
initiale adoptée pour les autres couples ne permet pas ici
d’obtenir la convergence du processus itératif. Conformément
aux recommandations de Petrovskaya nous avons adopté, en
nous inspirant du cas d’une fonction de R dans K, la valeur
1
initiale
o ao(1 + eo) + aoU + eo)
, c’est-à-dire que
l’on prend "la plus petite valeur possible" puisque la
distance entre les deux planètes est toujours inférieure à
la somme des distances de chaque planète au soleil lors du
passage à l’aphélie. La figure 5 montre en effet que la
pente de la courbe est plus forte si l’on se place avant le
zéro de la fonction et la convergence est donc plus rapide.
Toutefois cela n’est qu’une indication dans la mesure où ne
travaillons pas avec des réels comme variable mais avec des
séries de Poisson.
La valeur initiale étant ainsi fixée, il faut calculer le
. 2
A du couple Neptune—Pluton avant de procéder à la
1
déterminât ion de la partie périodique du qui est ensuite
utilisée pour former le intervenant dans les équations.
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Le calcul de A fait intervenir les expressions r ,
rsin w et rcos w établies dans PL13. Ils ont donc été
calculés en partant, pour Neptune et Pluton, des seuls
A 2
éléments keplenens. On peut alors former pour A
l’expression donnée dans la table A.l .
sin t argument sin cos
ü 0 0 0 0 0 0 G 0 0,00000000D+00 0,26190542D+04
0 0 0 0 0 0 G 1 -1 -0,42544900D+01 -O,22585823D+04
G 0 0 0 0 G 0 1 0 -0,62149279D+03 -0,62257163D+03
ü O O 0 0 0 0 0 1 O,55609728D+03 0,57516975D+03
0 0 O 0 0 0 0 1 -2 -0,19246223D+03 0,20015548D+03
Q O O 0 0 0 0 1 -3 0,51171349D+02 -0,19106399D+01
0 0 0 0 0 0 0 0 2 -0,51054287D+02 -0,17251381D+01
0 O 0 0 0 0 0 1 1 0,51556129D+01 O,34203624D+02
0 0 O 0 0 0 0 1 -4 -0,83374157D+01 -0,74664188D+01
G 0 0 0 0 0 0 2 -1 -0,68376170D+01 -0,69008562D+01
153 termes 0,294-D-10 0,760D-10
. 2
7a£>ie A.l A Neptune-Pluton en UA
La détermination de l’inverse de la distance doit être
menée soigneusement en n’améliorant la précision des calculs
que très progressivement au fur et à mesure que
1’approximationdevient meilleure. Faute de ces précautions
l’on ne parvient pas à converger sur une valeur (la
convergence" étant estimée par la taille des termes
rajoutés d’une itération à l’autre). La table A.2 donne la
série que nous avons utilisée dans PL23 pour le calcul de
— du couple Neptune - Pluton. Pour les autres couples
A
d’une planète avec Pluton l’inverse de la distance a pu être
calculé par le programme en prenant la même approximation de
départ que celle indiquée dans le paragraphe 1.6 . PL13
ayant été effectué sur Pluton représenté par ses éléments
kepleriens, il a été possible de calculer les perturbations
avec chacune des huit autres planètes.
TsblcA.2Neptune-PlutonenUA
1 /DELTA
1 0 0 0
2 0 0 0
3 0 0 0
4 0 0 0
5 0 0 0
6 0 0 0
7 0 0 0
8 0 0 0
9 0 0 0
10 0 0 0
1 1 0 0 0
12 0 0 0
13 0 0 0
14 0 0 0
15 0 0 0
16 0 0 0
17 0 0 0
18 0 0 0
19 0 0 0
20 0 0 0
21 0 0 0
22 0 0 0
23 0 0 0
24 0 0 0
25 0 0 0
26 0 0 0
27 0 0 0
28 0 0 0
29 0 0 0
30 0 0 0
3 1 0 0 0
32 0 0 0
33 0 0 0
34 0 0 0
35 0 0 0
36 0 0 0
37 0 0 0
38 0 0 0
39 0 0 0
40 0 0 0
4 1 0 0 0
42 0 0 0
43 0 0 0
44 0 0 0
45 0 0 0
46 0 0 0
47 0 0 0
48 0 0 0
49 0 0 0
50 0 0 0
ARGUMENT
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0
1 -1
1 -2
2 -3
0 1
2 -2
3 -4
2 -4
3 -5
4 -5
1 -3
4 -6
3 -3
4 -7
3 -6
3 -2
5 -8
4 -3
5 -7
2 0
6 -9
2 -1
5 -4
1 1
2 -5
0 2
3 -1
6 -8
4 -8
5 -9
0 3
6 -6
6 -5
3 -7
7-11
6-10
7-10
5 -6
1 2
1 -4
7- 12
0 4
5 -5
7 -7
4 -2
6-11
8- 12
8-13
1 -5
1 3
SIN
0.0000000000000000D+00
0.4759030703672250D-03
0.8431607948260826D-02
0.6650953972807007D-02
-0.7102360588384718D-02
0.88305154436274670-03
0.4226753495664404D-02
-0.5904102962544342D-02
-0.57601324609449920-02
0.2006719647160714D-02
-0.4623997772724204D-02
-0.4709332318852926D-02
0.1163720023729322D-02
0.2483346100692829D-02
0.1914337932815217D-02
0.1182366987101493D-02
0.2576187029582828D-02
0.11691803300687220-02
-0.32690347220362910-02
-0.18199996687784250-02
0.2304774110280022D-02
0.74312206181120970-03
0.1010009513099235D-02
-0.1313297416976842D-02
0.8659735756358651D-03
O.16304572773992250-02
-0.16165797386317600-02
-O.1833742998137315D-02
0.7604739674434667D-03
0.3065513690734903D-03
0.17324689437495230-02
0.9309597017599968D-03
O.83238182714468760-O3
0.11640604236392350-02
-0.45378526123137030-03
-0.1175500250667588D-03
0. 1812433894673422D-02
0.3386545599401111D-03
0.2195303301842279D-02
-0.4825923678326725D-03
-0.1202166189049626D-02
-0.1233299105976015D-02
0.1172085672382804D-02
0.60372285375936130-03
-0.1190088405562171D-02
-0.1392490565835795D-02
-0.6711650402366440D-03
-0.88716394151749520-03
0.14620964898967330-02
-0.77218482715096230-03
3998 TERMES
COS
0.2980769986078195D-01
0.2244 537883082241D-01
-0.8734099542902344D-02
-0.7562858223822678D-02
-0.6596615391685341D-02
0.10280949440163510-01
-0.5585545164026777D-02
-0.2929150644399815D-03
0.2798035966730803D-03
-0.36284878191102040-02
-O.97337662796698690-O3
0.70521615756426830-03
0.3953410616533991D-02
O. 2574945875462639D-02
0.2777416849678383D-02
0.3439947613063955D-02
0.20242776047580360-02
0.3169104239954921D-02
0.9672336025677777D-03
-0.2044949008913443D-02
0.1298511424193362D-02
0.28414179955712220-02
0.24813110216737240-02
-0.21772427210124830-02
0.2517457580503832D-02
-O.1675011585902350D-02
-0.15829264726811240-02
0.10679963887889070-02
-0.19727071542190070-02
-0.23101727659298370-02
0.8598624551768003D-03
-O.16220470862837820-02
O.1669130684932783D-02
-O.1289048418312089D-02
-0.19517716545669410-02
-0.2281434770711602D-02
O.5646617678145632D-03
-0.2024502336169818D-02
0.1599499090332493D-03
O.18107291730794090-02
0.10816506452884840-02
0.10451803103839770-02
-0.10554100638911240-02
-0.15941009239455040-02
-0.9849649101381151D-03
0.7601538613352949D-03
-0.1438760893167718D-02
0.12174091795401530-02
0.4726683171899650D-03
0.11326811395202830-02
0.115D-05 -0.3250-06
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Pour cette première itération avec Pluton, l’influence sur
les autres planètes reste faible. En ce qui concerne les
planètes inférieures, le plus gros terme des perturbâtions
dues à Pluton est de 1 ’ ordre de grandeur du dernier terme
conservé dans la série. Pour les planètes supérieures elles
varient en valeur relative, par rapport aux perturbâtions
, -6 -4
dues aux autres planètes, d un facteur 10 à 10 , devenant
plus importantes lorsque l’on passe de Jupiter à Neptune.
Cela n’entraine que de très faibles modifications sur la
comparaison à 1’intégrât ion numérique. On obtient par contre
une première solution pour Pluton. La table A. 3 donne les
plus grands écarts trouvés entre l’intégration numérique et
les valeurs fournies par la substitution du temps sur les
, -2
séries. Ils s élèvent à 0,4.10 UA pour le demi-grand axe
, . -4
[ aQ= 39,5 UA ) et 0,24.10 rad pour la longitude moyenne.
a X h k P q
Pluton 4,3D-3 2,4D—5 1,5D-5 2,2D-5 4,2D-6 4,1D-6
Table A.3 écarts maximaux, sur 50 ans, de la solution
obtenue pour Pluton et de 1’intégration numérique, exprimés
en UA et rad, après ajustement des constantes d’intégration.
Il reste donc à effectuer de nouvelles itérations afin
d’améliorer ces premiers résultats. Les perturbations de
Pluton sur la Terre devraient apparaître dès à présent par
1’intermédiaire des corrections apportées aux mouvements des
planètes supérieures et s’affiner avec 1’amélioration
progressive des éléments de Pluton.
